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Решение задач занимает в математическом образовании огромное 
место. Поэтому обучению решения задач уделяется много внимания, но 
до сих пюр, пожалуй, единственным методом такого обучения были показ 
способов решения определенных видов задачи значительная, порой изну- 
рительная практика по овладению ими. Поэтому все пособия для уча- 
щихся по решению задач были построены в форме сборника задач {с от- 
ветами и с некоторыми указаниями к ним) 

В последние годы появился ряд пособий, в которых ‘излагаются неко- 
торые общие указания ‘и рекомендации (эвристики) по решению задач, 
по поиску этих решений В ‘первую очередь это книги Д. Пойя, некоторые 
удачные пособия для чоступающих в вузы Однако эти пособия излагают 
вопросы, связанные с решением математических задач, недостаточно 
полно, без необходимой ‘системы, без учета тех реальных трудностей, 
с которымй сталкиваются учащиеся. 

Психологические ‘исследования проблемы обучения решению задач 
показывают, что основные ‘причины несформированности у учащихся 
общих умений и способностей в решении задач состоят в том, что школь- 
никам не. даются необходимые знания о сущности задач и их решений, 
а поэтому они решают задачи, не осознавая должным образом свою 
собственную деятельность. У ‘учащихся не вырабатываются отдельно 
умения и навыки в действиях, входящих в общую деятельность по реше- 
нию задач и поэтому им приходится осваивать эти действия в самом 
процессе решения ‘задач, что многим школьникам не под силу Не стиму- 
лируется постоянный анализ учащимися своей деятельности по решению 
задач и выделению в них общих ‘подходов и методов, их теоретического 
осмысления и обоснования 

Возникла необходимость разработки таких пособий, которые помогли 
бы преодолеть ‘указанные причины и дали возможность учащимся плано- 
мерно сформировать у себя нужные умения и навыки в решении матема- 
тических задач Эта книга первая попытка создать такое пособие. 

Первые ‘издания данного пособия вызвали благожелательные отклики 
читателей. Особую благодарность выражаем К. К. Михайловой, 
А И Фейгиной, Е М Больсену, которые дали ряд ценных советов по 
совершенствованию книги В третье издание пособия внесены необходи- 
мые исправления и уточнения. Будем весьма благодарны всем, кто приш- 
лет свой отзыв в адрес издательства: 129846, Москва, 3-й проезд Марь- 

иной роши, 41, редакция ‘математики. 
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Умение решать задачи является одним из основных показателей 
уровня вашего математического развития, глубины освоения учебного 
материала. Поэтому любой экзамен по математике, любая проверка 
знаний содержит в качестве основной и, пожалуй, наиболее трудной 
части решение задач. 

И вот тут обнаруживается, что многие. из вас не могут показать 
достаточные умения в решении задач. На всех экзаменах, как в школе, 
так и на приемных в вузы и техникумы, довольно часто встречаются 
случаи, когда ученик показывает, казалось бы, хорошие знания в области 
теории, знает все требуемые определения и теоремы, но запутывается при 
решении весьма несложной задачи. : 

За время обучения в школе каждый из вас решает огромное число 
задач, порядка нескольких десятков тысяч. При этом все вы решаете 
одни и те же задачи. А в итоге некоторые ученики овладевают общим 
умением решения задач, а многие, встретившись с задачей незнакомого 
или малознакомого вида, теряются и не знают, как к ней подступиться. 

В чем причина такого положения? 

Причин, конечно, много. И одной из них является то, что одни учени- 
ки вникают в процесс решения задач, стараются понять, в чем состоят 
приемы и методы решения задач, изучают задачи. Другие же, к сожале- 
нию, не задумываются над этим, стараются лишь как можно быстрее 
решить заданные задачи. Эти учащиеся не анализируют в должной 
степени решаемые задачи и не выделяют из решения общие приемы 
и способы. Задачи зачастую решаются лишь ради получения ответа. 

У большинства учащихся весьма смутные, а порой и неверные пред- 
ставления о сущности решения задач, о самих задачах. Как могут учащи- 
еся решить сложную задачу, если они не представляют, из чего склады- 
вается анализ задачи, как могут они решить задачу на доказательство, 
если они не знают, в чем смысл доказательства? Многие учащиеся не 
знают, в чем смысл решения задач на построение, зачем и когда нужно 
производить проверку решения и т. д. 

Очевидно, что на таких представлениях не могут возникнуть созна- 
тельные и прочные умения в решении задач. Наблюдения показывают, 
что многие учащиеся решают задачи лишь по образцу А поэтому, встре- 
тившись с задачей незнакомого типа, заявляют: «А мы такие задачи не 

- решали». Как будто можно все виды задач заранее перерешать! 
А можно ли научиться решать любые задачи? 
Конечно, любые задачи научиться решать невозможно, ибо как бы вы 


хорошо ни научились их решать, всегда в т такая задача 

рую вы не сможете решить Ведь учен математики тратят всю. свою 
жизнь на то, чтобы найти рещение некоторых задач. В математике извест- 
ны задачи, которые ученые уже много лет решают и не могуть решить. 

Но если говорить о школьных задачах или о задачах, которые предла- 
гаются на разного рода экзаменах, то каждый (1!) ученик в принципе 
может научиться их решать. К‹ и здесь может встретиться такая 
задача, которую вы с ходу не сумеете решить. Понадобится посидеть над 
ней, изрядно поработать для того, чтобы ее решить, но в принципе любая 
из таких задач вам доступна, вы можете ее решить. 

Для того чтобы научиться решать задачи, надо много поработать. Но 
эта работа не сводится лишь к решению большого числа задач. Если 
кратко обозначить то, что нужно сделать для этого, то м кно так ска- 
зать надо научиться такому подходу к задаче, при котором задача вы- 
ступает как объект тщательного изучения, а ее решение — как объект 
конструирования и изобретения. 

Эта книга предназначена для того, чтобы помочь вам научиться 
решать школьные и предлагающиеся на приемных экзаменах в вузы 
и техникумы математические задачи. Если вы твердо захотели научиться 
решать задачи, то запаситесь терпением и упорством. Эту книгу нужно не 
просто читать, а прорабатывать. Это значит, что ее нужно чи- 
тать, как говорят, с карандашом и бумагой. Надо тщательно обдумывать 
все, что в ней написано, додумываться до сути прочитанного. Надо терпе- 
ливо и не спеша проделать все задания, которые в ней указаны. Главное, 
не спешите, читайтё книгу медленно, вдумчиво, возвращаясь по мере 
надобности к прочитанному = 

Вы должны понять, что только в результате самостоятельной и упор- 
ной работы можно действительно чему-то научиться, а тем более такому 
сложному умению, как умение решать математические задачи. 

Данная книга состоит из двух взаимосвязанных частей. В первой 
части даются общие сведения о задачах и их решении, рассматрива- 
ются общие методы анализа задачи и поиска ее решения. Во второй 
части рассматриваются методы решения некоторых наиболее часто 
встречающихся видов задач. Приведенные в книге задачи взяты, как 
правило, из школьных учебников и некоторых экзаменационных работ. 

Задания для самостоятельной работы снабжены указаниями и отве- 
тами, которые помещены в конце книги. Однако не спешите заглядывать 
в ответы Сначала попытайтесь самостоятельно проверить свое решение, 
обдумать его и лишь затем сверить с приведенным ответом. 

В случае расхождения с приведенным ответом выявите причину 
расхождения, затем найдите свои ошибки и исправьте их. 

Если У вас хватит терпения и упорства проработать эту книгу де 
конца, то надеемся, что вы сами почувствуете, что приобрели достаточ- 
ную уверенность, чтобы не теряться при встрече с незнакомой задачей. 
Думаем, что теперь вы будете с желанием и интересом решать встречаю- 
щиеся вам задачи. 

Желаем успеха! 

Авторы 
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СОСТАВНЫЕ ЧАСТИ ЗАДАЧИ 


1.1. Что такое задача? 


Решение задач — это работа несколько необычная, а именно 
умственная работа. А чтобы научиться какой-либо работе, нужно 
предварительно хорошо изучить тот материал, над которым при- 
дется работать, те инструменты, с помощью которых выполняется 
эта работа. 

Значит, для того чтобы научиться решать задачи, надо 
разобраться в том, что собой они представляют, как они устроены, 
из каких составных частей они состоят, каковы инструменты, 
с помощью которых производится решение задач. 

Начнем все это изучать. 

Итак, что же такое задача? 

Если приглядеться к любой задаче, то увидим, что она пред- 
ставляет собой требование или вопрос, на который надо найти 
ответ, опираясь и учитывая те условия, которые указаны в задаче 
Поэтому, приступая к решению какой-либо задачи, надо ее внима- 
тельно изучить, установить, в чем состоят ее требования (вопро- 
сы), каковы условия, исходя из которых надо решать задачу Все 
это называется анализом задачи. Вот и начнем учиться произво- 
дить анализ задачи. 


1.2. Условия и требования задачи 


Получив задачу, мы, естественно, ее внимательно читаем 

Задача 1. В прямоугольном треугольнике точка касания 
вписанной окружности делит гипотенузу на отрезки длиной 5 см 
и 12 см. Найти катеты треугольника. 

Первое, что мы можем заметить при чтении этой задачи, 
состоит в следующем: в ней имеются определенные утвер- 
ждения и требования. В ней утверждается, что «в прямо- 
угольном треугольнике точка касания вписанной окружности делит 1 
гипотенузу на отрезки длиной 5 см и 12 см». Требование задачи 
состоит в том, что нужно «найти катеты треугольника». 

Часто требование задачи формулируется в виде вопроса. Но 


всякий вопрос предполагает требование найти ответ на этот 
вопрос, а поэтому всякий вопрос можно заменить требованием. 

Как видим, формулировка любой задачи состоит из нескольких 
утверждений и требований. Утверждения задачи называются ус- 

ловиями задачи \. 

Отсюда ясно, что’ первое, что нужно сделать при анализе 
задачи, — это расчленить формулировку задачи на условия и тре- 
бования. Заметим, что в задаче обычно не одно условие, а не- 
сколько независимых элементарных (т. е. нерасчленимых дальше) 
условий; требований в задаче также может быть не одно. Поэтому 
необходимо расчленить все утверждения и требования задачи на 
отдельные элементарные условия и требования. 

В задаче 1 можно вычленить такие элементарные условия: 

1) треугольник, о котором идет речь в задаче, прямоугольный; 

2) в этот треугольник вписана окружность; 

3) точка касания окружности с гипотенузой делит ее на два 
отрезка; 

4) длина одного из этих отрезков равна 5 см; 

5) длина другого отрезка равна 12 см. 

Требование этой задачи можно расчленить на два эле- 
ментарных: 

1) найти длину одного катета треугольника; 

2) найти длину другого катета треугольника. 

Расчленение формулировки задачи на условия и требования не 
всегда легко произвести. В ряде случаев для этого нужно пере- 
осмыслить задачу, переформулировать ее. Например- 

Задача 2. Сколько цифр содержит число 2'® (в десятичной 
системе счисления)? 

Формулировка этой задачи состоит из одного вопроса. Но, 
вдумавшись в этот вопрос, мы можем из него вычленить такие 
условия: 

1) 2100 есть натуральное число; 

2} его можно записать обычным образом в виде многозначно- 
го числа в десятичной системе счисления. 

Тогда требование этой задачи состоит в следующем: 
найти, сколько цифр содержит запись ов многозначного числа. 

Задача 3. Решить уравнение ах*—х Зах —а=0. 

Формулировка этой задачи состоит из одного требования. Но 
анализ этого требования позволяет вычленить из, него. условие 
и собственно требование. Условие: ах“—х 3--а^х—а=0 есть 
уравнение, а требование: решить это уравнение. 


1 Заметим, что иногда условием задачи называют всю формулировку задачи, 
т. е. все условия и требования вместе. 
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Конечно, на этом нельзя остановиться и надо продолжить 
ржит две буквы: 


бласть изменения которой есть множе- 
ел; 
—0 есть равенство с переменной х. 
задачи тогда можно так 


Задание 1 
Попытайтесь самостоятельно произвести анализ приведенных ниже 
задач, указать для каждой из них все $5 элементарные Условия и все 


требования. 
1.1. При каких значениях х неравенство ^>4 обращается в верное 


числовое неравенство? 
1.2. Построить сумму векторов АВ и Ср, если А (—1,2), В (22). 


С (1,1), Р (3,5). 
1.3. Из пункта А в пункт В вышел поезд, 


1.3. Направление анализа задач 


Вернемся к задаче 2. Анализируя эту задачу, мы вычленили 
такие условия: 1) 92199 есть натуральное число; 2) его можно 
записать обычным образом в виде многозначного числа. 

Почему именно эти условия вычленены из формулировки зада- 
чи? Ведь можно было вычленить и другие условия, например: 2100 
есть произведение числа 2 само на себя сто раз или 2100 есть 
действительное число и т. д. Но почему-то мы выделили не эти 
условия, а указанные выше. 

Все дело в том, что, производя анализ задачи, вычленяя из 
формулировки задачи ее`условия, мы все время должны соотно- 
сить этот анализ с требованием задачи, как бы постоянно огляды- 
ваться на требование. Иными словами, анализ задачи всегда 
направлен. на требования задачи. 

Действительно, в задаче 2 нам нужно узнать, сколько цифр 
содержит число 2'°°. Естественно, это предполагает, что, во- 
первых, это число рассматривается как натуральное (ибо обычно 
в записи чисел другого вида число цифр не подсчитывается, а то, 
что оно натуральное, следует из определения степени), а во- 
вторых, это натуральное число записано в обычном виде в форме 
многозначного числа. Эти два условия мы и выделили при анализе 
задачи. Рассмотрим еще примеры. 


Задача 4. Катер прошел 20 км по течению реки и 20 км 
против течения реки. Затратит ли он на весь путь больше времени, 
чем ему требуется на прохождение 40 км в стоячей воде, меньше 
или столько же? 

Первичный анализ этой задачи позволяет вычленить такие 
условия: 

1) катер прошел 20 км по течению реки; 2) он прошел 20 км 
против течения реки; 3) он же прошел 40 км в стоячей воде. 

Но, сопоставив эти условия с требованием задачи: уз- 
нать больше, меньше или столько же времени затратил катер на 
первый и второй пути вместе по сравнению с третьим, мы обнару- 
живаем недостаточность произведенного анализа. Эта недоста- 
точность проявляется хотя бы в том, что в условиях ничего. не 
говорится о времени, а требование задачи сводится к сравнению 
промежутков времени. Поэтому нужно продолжить анализ. Для 
этого вдумаемся в требование задачи. Надо сравнить время 
движения катера по реке с временем движения этого катера 
в стоячей воде. От чего зависит это время? Очевидно, от собствен- 
ной скорости катера, от скорости течения реки и, конечно, прой- 
денных расстояний. Но если пройденные расстояния в формули- 
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ровке задачи даны, то скорости катера и реки даже не упоминают. 
ся. Как же быть? В таких случаях эти величины, 
решение задачи невозможно, принимаются за нео 
параметры. Положим, например, что собственная ск 
ра равна о км/ч, а скорость течения реки а км/ч. 
можем вычленить такие условия: 

1) собственная скорость катера о км/ч; 

2) скорость течения реки а км/ч; 

3) катер проплыл 20 км по течению реки; 

4) он же проплыл 20 км против течения реки; 

5) на весь путь туда и обратно по реке катер затратил # ч, 
6) в стоячей воде катер проплыл 40 км; 

7) на этот путь он затратил {#5 ч. 


Требование задачи: сравнить # и Ь и установить, равны 
ли они или нет, а если нет, то что больше. 


без которых 
пределенные 
орость кате. 
Теперь мы 


Задача 5. Из всех цилиндров заданного объема найти 
цилиндр с наименьшей полной поверхностью. 

Условие этой задачи (< 
можно понимать так, что 


объем которых равен некоторому числу И (здесь У является 
параметром) . Требование задачи состоит в том 


го наименьшая. 


Соотнесем это требование с 


указанным условием. Становится 
ясно, что полная поверхность 


рассматриваемых цилиндров высту- 
еличины. Надо найти минимум этой 


идно, эту переменную следует пред- 
ставить как функцию от другой переменной. В качестве последней 
можно взять, например, радиус г основания цилиндра. Следова- 
тельно, надо найти такое значение г (при данном параметре У), 


при котором $(х), где 5(7) — это функция поверхности цилиндра от 
радиуса г, принимает наименьшее значение. 


Итак, условия данной задачи таковы: 


1) рассматривается множество цилиндров, объем которых 
равен У (У — параметр); 


2) радиус основания этих цилиндров есть переменная г; 

3) полная поверхность $ этих цилиндров есть некоторая функ- 
ция $ (г). 

Требования задачи: 

1) найти функцию $(г); 


2) найти такое значение г, при котором $(г) принимает наи- 
меньшее значение. 


Направленность анализа задачи на ее требования состоит еще 
10 
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и в том, что особое внимание необходимо уделить выяснению 
сущности требования задачи, четкому определению того, что 
нужно найти, сделать в задаче. 


Задача 6. Доказать, что множество значений выражения 
БЕ, с! бе 
тс `` С06ТОШТ из одного элемента. 


БЕ у сео б-с 
ь я РНЕ 
выражение, зависящее от двух переменных ф и с. 

А в чем сущность требования задачи? Что значит дока- 
зать, что множество значений заданного выражения состоит из 
одного элемента? 

Очевидно, что это нужно так понимать: заданное выражение 
зависит от двух переменных ф и с, при этом область изменения этих 
переменных есть множество действительных чисел, за исключени- 
ем числа 0 (ибо В и с являются знаменателями дробей и, как 
таковые, не могут быть равны 0). Поэтому множество значений 
самого выражения бесконечное. А нам нужно доказать, что это 
множество состоит из одного элемента. Как это может быть? Это 
1 может быть лишь в том случае, если все значения заданного 
выражения равны между собой, а это значит, что все они равны 
одному и тому же числу (элементу множества} 

Итак, требование этой задачи состоит в том, чтобы доказать, 
что все значения заданного выражения равны какому-то опреде 
ленному числу. 

Пока ограничимся приведенными примерами анализа задач 
В дальнейшем мы будем все время встречаться с различными 
примерами анализа задач, ибо умение анализировать задачу, 
: проникать в ее сущность — эт0 главное в общем умении решения 

задач. 


Очевидное условие этой задачи: есть 


х 


№: 
У ЫНа ЗАЗИНИ 


м 
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РИ МВА ААА 


| Задание 2 


Проанализируйте приведенные ниже задачи и укажите все условия 
и требования каждой из этих задач 

2.1. Открытый бак в форме прямоугольного параллелепипеда с квад- 
ратным основанием должен вмещать У л жидкости. При каких размерах 
3 на его изготовление уйдет наименьшее количество материала? 
| 2.2. Доказать равенство треугольников по углу, бисеектрисе этого 
| угла и стороне, прилежащей к этому углу 
р 2.3. Но окружности, длина которой 60 м, равномерно и в одном на- 
: правлении движутся 2 точки Одна делает полный оборот на 5 с скорее 
:| другой и при этом догоняет вторую. точку каждую минуту. Определить 
скорости точек. 


мые 


1.4. Как устроены условия задачи? 


Для некоторых более сложных задач рассмотренный выше 
анализ (расчленение задачи на отдельные условия и требования) 
целесообразно продолжить. А именно установить, как устроены 
(из чего состоят) вычлененные условия. 


Задача 7. К двум окружностям, радиусы которых 4 си 
и 6 см, проведены внутренние общие касательные, оказавицеся 
взаимно перпендикулярными. Вычислить расстояние между цен- 
трами окружностей. 

Эта задача содержит такие условия: 

1) дана-окружность: центра О’, радиус которой равен 4 см 
(здесь слово «дано» означает, что эта окружность построена из 
произвольного центра О!); 

2) из некоторого другого центра О› проведена окружность 
радиуса 6 см; 

3) эти две окружности построены так, что к ним можно прове- 
сти общие внутренние касательные; 

4) общие внутренние касательные к этим двум окружностям 
взаимно перпендикулярны. — Е 

Анализируя эти условия, можно заметить, что каждое из них 
состоит из одного или нескольких объектов и некоторой их 
характеристики. Так, объектом первого условия является 
окружность, а ее характеристикой: радиус этой окружности равен 
4 см. Во втором условии объектом является также окружность 
с характеристикой: ее радиус равен 6 см. В третьем условии два 
объекта: указанные выше две окружности, а характеристикой 
является их взаимное расположение на плоскости: они располо- 
жены так, что к ним можно провести внутренние общие касатель- 
ные. Наконец, четвертое условие содержит два объекта: общие 
внутренние касательные к окружностям, в качестве характеристи- 
ки указано их отношение: они взаимно перпендикулярны. 

Итак, мы видим, что в каждом условии задачи имеется один 
или два (в некоторых случаях больше) объекта; если в условии 
один объект, то указывается его характеристика в виде некоторо- 
го свойства этого объекта; если же объектов два, то характеристи- 
кой служит некоторое отношение этих объектов. 

Довольно часто анализ задачи (ее расчленение на условия 
и требования, выделение в условиях объектов и их характеристик) 

` сопряжен с большими трудностями. Приведем приме р. 

Задача 8. Две окружности касаются в точке Х ц касаются 
одной и той же прямой соответственно в точках А и В. Какую 
фигуру образует множество всех точек Х, если радиусы данных 
окружностей будут принимать всевозможные значения? 
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На первый взгляд кажется, что в задаче речь идет о двух 
окружностях. Но прочтите еще раз внимательно вопрос задачи: 
требуется установить, какую фигуру образуют точки Х {точка 
Х — переменная). Значит, речь идет о множествах окружностей 
и множестве точек_их касания. Исходя из этого, задачу можно 
расчленить на такие условия: 


1. Дано множество окружностей, каждая из которых касается 
данной прямой в данной на ней точке А. 

Здесь объектом является множество окружностей, а их 
характеристикой — свойство каждой окружности этого 
множества: она касается данной прямой в точке А. 


2. Дано множество окружностей, каждая из которых касается 
данной прямой (с той же стороны, что и первое множество окруж- 
ностей) в данной точке В. 


Объект и характеристика этого условия аналогичны первому 
условию. 


3. Из этих двух множеств образованы такие пары окружно- 
стей, причем первый элемент пары есть окружность первого мно- 
жества, а второй элемент пары — окружность второго множества, 
которые взаимно касаются. 

Объектом этого условия является множество пар окружно- 
стей, аих характеристикой — отношение: окружности, вхо- 
дящие в пару, взаимно касаются. 

Заметим, что в это множество пар окружностей войдут не все 
окружности первого и второго множеств окружностей, а лишь те 


из них, которые удовлетворяют указанному отношению (взаимное 
касание). 


4. Х — есть точка, в которой взаимно касаются соответствую- 
щие окружности, входящие в образованные пары (по третьему 
условию). Объектом этого условия является точка Х (пе- 
ременная точка), а ее характеристикой — свойство: эта 
точка есть точка касания окружностей, входящих в пару. 

5. Множество точек Х есть некоторая геометрическая фигура. 
Объектом условия является множество точек Х взаимного 
касания окружностей, входящих в пары, а характеристи- 
кой — искомое свойство этого множества как геометрической 
фигуры. ь 
‚ Требование задачи состоит как раз в том, чтобы найти эту 
последнюю характеристику объекта пятого условия. - 

Некоторые из вас могут усомниться: нужен ли такой анализ 
для решения задачи? Ведь обычно, решая задачи, мы, мол, не 
производим такой анализ. Но это вам только кажется, что вы, 
решая задачи, не производите такого анализа. Вы просто не 
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замечаете этого, ибо обычно такой анализ производится ‘устно по 

ходу решения и притом этот анализ мы большей частью не осозна- 

ем. Но мы его производим, ибо без него ‘решить задачу невоз.. 
можно! 

Чтобы убедиться в этом, попробуйте решить какую-нибудь 
достаточно сложную задачу (лучше не ‘очень знакомого вида) и, 
решая ее, все время ‘старайтесь следить за своими мыслями, за 
своими безмолвными рассуждениями. Если вы внимательно ‘буде- 
те фиксировать ход собственных мыслей, то убедитесь, что вы, по 
сути дела, производили такой же анализ, который мы рассмотрели 
выше. Но, конечно, вы не употребляли термины «условие», «требо- 
вание», «объект», «характеристика» и т. д. Эти термины ввели 
для того, чтобы нам было легче с вами объясняться, чтобы, имея 
дело, например, с условием, каждый раз не объяснять, что это та- 
кое Поэтому если вы действительно хотите овладеть обши- 
ми методами решения задач, то нужно научиться производить 
подробный их анализ. В дальнейшем вы сможете производить 
такой анализ устно, свернуто, не полностью, в той мере, в какой 


каждый из вас нуждается в нем, для того чтобы найти решение 
той или иной задачи. А т 


Задание 3 


Произведите анализ приведенных ниже задач по следующей ‘форме: 


3.1. Скорый поезд должен по расписанию пройти перегон АВ без 
остановок за 4 ч Однако в 150 км от станции А он был задержан на 
20 мин и, чтобы прибыть на станцию В по расписанию, должен был 
пройти оставшийся путь со скоростью, превышающей первоначальную на 
15 км/ч Найти длину перегона АВ. + ЕЕ 

3.2. Меньшие стороны двух подобных многоугольников 35 см и 91 см, 
а разность их периметров 40 см. Определить периметр каждого мнопоу- 
гольника 

3.3. Сумма трех чисел, составляющих арифметическую прогрессию, 
равна 30. Если из первого члена этой прогрессии вычесть 2, а остальные 
числа оставить без изменения, то получится геометрическая прогрессия 
Найти эти числа. 


1.5. Схематическая запись задач 


Результаты предварительного анализа задач надо как-то за- 
‘фиксировать, записать. Та словесная, описательная форма запн- 
си, которую мы использовали выше, конечно, малоудобна. Надо 
найти более удобную, более компактную и в то же время достаточ- 
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но наглядную форму’ записи результатов анализа задач. Такой 
формой является схематическая запись. задачи. 

Заметим, что не для всякой задачи надо делать схематическую 
запись: Так, например, для задач: по решению уравнений, нера- 
венств, преобразований выражений анализ проводится обычно 
устно и никак не оформляется. Вообще для задач, которые: запи- 
саны на символическом языке (с помошью общепринятых обозна- 
чений и символов), схематическая запись не нужна. 

Первой отличительной особенностью схематической записи 
задач является широкое использование в. ней разного рода: обоз- 
начений, символов, букв, рисунков, чертежей и т. д. Второй осо- 
бенностью является то, что в ней четко выделены все условия 
и требования задачи, а в записи каждого условия указаны объек- 
ты и их характеристики, наконец, в схематической записи фикси- 
руется лишь только то, что, необходимо. для решения задачи; все 
другие подробности, имеющиеся: в задаче, при схематической 
записи: отбрасываются. 

На практике используется много разных видов схематиче- 
ской записи задач. Покажем на примерах 


Задача 9. С одного участка собрали 1440 ц пшеницы, 
а с другого, площадь которого на 12 га меньше,—1080 ц. Найти 
площадь первого участка, если известно, что на первом участке 
собирали пшеницы с каждого гектара на 2 ц больше, чем на 
втором. 

Анализ задачи показывает, что в ней рассматривается сбор 
урожая пшеницы с двух участков, при этом этот сбор характери- 
зуется тремя величинами: массой. собранной пшеницы, площадью 
участка и урожаем с одного гектара. Исходя из этого, составим 
таблицу для схематической записи условий и требований задачи. 
Неизвестные величины, встречающиеся в задаче, запишем в таб- 
лице буквами, притом искомое обозначим буквой х: 


Е Масса собранной р Г 


В этой схематической записи выделены все условия, их объек- 
ты и характеристики. Указано и требование задачи: найти пло- 
щадь первого. участка. В то же время эта запись очень компакт- 
ная, наглядная и полностью заменяет саму формулировку задачи. 
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Задача 10. Составить уравнение, корни которого были бы 
соответственно равны квадратам корней уравнения 2х 
-1=0. 

Вычленим сначала требование задачи: составить уравнение. 
Какое уравнение нужно составить? В задаче сказано, что нужно 
составить уравнение, корни которого равны соответственно квад- 
ратам корней заданного уравнения, а последнее есть квадратное. 
Оно имеет два корня (каких — это в данном случае несуществен- 
но). Поэтому и искомое уравнение должно иметь два корня. 
Простейшее уравнение, имеющее два корня, — это квадратное. 
Следовательно, можно считать, что искомое уравнение — это 
квадратное. 

° А что значит составить квадратное уравнение? Очевидно, 
что это значит найти его коэффициенты. Обозначим их буквами а, 
Ь ис, а переменную искомого уравнения буквой у, с тем чтобы 
отличить это уравнение от данного. 

Теперь мы можем сделать схематическую запись задачи в та- 
ком виде: 

Дано: 1) корни уравнения 2х? —5х-Е1=0 есть ж: и х2, 

2) корни уравнения ау? Бу с=0 есть у; и у», 
3) ш=21; 4) у›=28. 

Найти: а, 6, с. 

Довольно часто удобно составлять схематическую запись не 
для всей задачи, а лишь для какой-либо ее части, чтобы более 
наглядно представлять описываемую в задаче ситуацию, а также 
чтобы в решении оперировать теми обозначениями, которые вво- 
дятся в этой частичной схематической записи. В этих случаях 
используются разного рода графические схемы. Приведем пример. 

Задача 11. От станции А по направлению к станции В ото- 
шел пассажирский поезд. Через_2 ч 30 мин от станции В по на- 
правлению к станции А отошел поезд «Стрела». Поезда встрети- 
лись на станции С. После встречи пассажирский поезд- шел 
4 ч30 мин, а поезд «Стрела» 3 ч40 мин. Сколько времени потре- 
бовалось каждому из этих поездов на весь путь между станциями 
А и В? Предполагается, что скорость поездов постоянна на всем 
пути. 

Изобразим схему движения поездов’ (рис. у. 


Пассажирский 
4430мин 


Приведенная схема сама по себе не может полностью заменить 
задачу. Она лишь создает возможность опираться на нее, как на 
наглядный образ, при решении. 


Задание 4 


Составьте для приведенных задач схематиче 
частичные), 

4.1. Одна мастерская должна была изготовить 420 деталей: другая за 
тот же срок 500 деталей Первая выполнила свою работу на 4 дня раньше 
срока, а вторая на 7 дней По скольку деталей в день изготовляла кажлая 
мастерская, если вторая мастерская ежедневно изготовляла на 5 деталей 
больше? 

4.2. Из А в С вышел пешеход Спустя | ч 24 мин в том же направле- Е 
нии из А выехал велосипедист и через 1ч ему оставалось проехать 1 км, 
чтобы догнать пешехода, а еще через 1 ч велосипедисту оставалось 
проехать до С вдвое меньше расстояние, чем пройти пешеходу до С. Най- 
ти скорости пешехода и велосипедиста, если известно, что расстояние 
АС равно 27 км, 

4.3. Сумма трех чисел, образующих арифметическую прогрессию, 


кие записи (полные или 


равна 2, а сумма квадратов этих же чисел равна т Найти эти числа, 


1.6. Использование чертежей 
для схематической записи задач 


Для схематической записи геометрических и некоторых других 
задач полезно использовать чертеж той фигуры, которая рассмат- 
ривается в задаче. При построении такого чертежа надо выпол- 
нять ряд требований. Укажем главные из них. 

1. Чертеж должен представлять собой схематический рисунок з 
основного объекта задачи (геометрической фигуры, или совокуп- З 
ности фигур, или какой-то части этих фигур) с обозначением 
с помощью букв и других знаков всех элементов фигуры и некото- 
рых их характеристик. Если в тексте задачи указаны какие-либо 
обозначения фигуры или ее элементов, то эти обозначения долж- 
ны быть и на чертеже; если же в задаче никаких обозначений 
нет, то следует воспользоваться общепринятыми обозначениями 
или придумать наиболее удобные. 

2. Этот чертеж должен соответствовать задаче. Это означает, 
что если в задаче в качестве основного объекта назван, например, 
треугольник и при этом не указан его вид (прямоугольный, равно- 
сторонний и др.), то надо построить какой-либо разносторонний 
треугольник. Или если в задаче в качестве основного объекта 
: названа трапеция и не указан ее вид, то не следует строить равно- 

= бедренную или прямоугольную трапецию и т. д. 
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3. Ири построении чертежа нет надобности выдерживать стро- 
го какой-либо определенный маситгаб. Однако желательно соблю- 
дать какие-то пропорции в построении отдельных элементов фигу- 
ры. Например, если по условию задачи сторона АВ треугольника 
АВС наибольшая, то это должно. быть соблюдено на чертеже. Или 
если задана медиана треугольника, то соответствующий ей отре- 
зок на чертеже должен проходить приблизительно через середину 
стороны треугольника и т. д. 

Точно так же надо соблюдать на чертеже такие отношения, 
как параллельность, нерпендикулярность и другие, заданные в за- 
даче. 


4. При построении чертежей пространственных фигур необхо- 
димо соблюдать все правила черчения. Там, где это можно. и целе- 
сообразно, лучше строить какие-либо плоскостные сечения этих 
фигур- 

Кроме чертежа, для схематической записи геометрических 
задач используется еще краткая запись всех условий и требова- 
ний задачи. В этой краткой записи, пользуясь принятыми на 
чертеже обозначениями, записываются все. характеристики и от- 
ношения, указанные в условиях задачи. Названия фигур или 
отдельных ее частей желательно заменять записью их определе- 
ний. Например, вместо того чтобы писать: АВС — трапеция, 
можно писать: АВ СР. 

В краткой записи можно использовать, там, где это целесо- 
образно, стандартные математические знаки (принадлежности 
элемента к множеству, параллельности, перпендикулярности 
ит. д.). Конечно, все приведенные рекомендации имеют не всеоб- 
щий характер, и при решении отдельных геометрических задач 
чертеж фигур и краткая запись условия могут производиться 
иначе. 

Рассмотрим на примерах, как строятся схематические записи 
‘геометрических задач с помощью чертежей. 


Задача 12. Диагональ трапеции перпендикулярна к ее 
основаниям; тупой угол, прилежащий к большему: основанию, 
равен 120°, а боковая. сторона, прилежащая к нему, равна 7 см, 
большее основание равно 12 см. Найти среднюю, линию трапеции. 

Основным объектом этой задачи является трапеция. В этой 
трапеции одна из диагоналей пернендикулярна к ее основаниям. 
Еели вы начнете чертить эту трапецию` обычиым способом, т.е. на- 
чиная с построения ее сторон, то обязательно. ошибетесь. (проверь- 
те: попробуйте, не читая последующие строки, начертить задан 
ную трапецию, начиная с построения ее основании и боковых 
сторон). 
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Лучше начать с построения ‘указан- 0 2. 
ной диагонали. Обратите внимание на то, 
что эта диагональ перпендикулярна к 
обеим основаниям трапеции. Это можно 
представить так: диагональ — это верти- А В 
кальный отрезок, от концов которого от- рис. 2. 
ходят два горизонтальных отрезка (ос- 
нования трапеции). притом в разные сто- 
роны. Когда вы это построите, то тогда вам станет ясно, что 
углы трапеции у вершин, которые соединяет эта диагональ, долж- 
ны быть оба тупыми. Действительно, в задаче дано, что угол при 
большем основании равен 1.20°. Это должен быть как раз тот угол, 
вершина которого есть один из концов построенной диагонали. 
Теперь уже построить заданную трапецию нетрудио. Обозначим 
ее вершины, заданный угол отметим дугой и проведем среднюю 
линию. Пользуясь принятыми на чертеже обозначениями, запи- 
шем все условия и требование задачи. Получаем такую схемати- 
ческую запись задачи (рис. 2) 
Дано: 1) АВ|СО; 2) АВ АС, 3) АСЬСЬ; 4) ХВАБ= 
=120°; 5) АВ=12 см, 6) АД=7 см, 7) АМ=Мр; 
ВМ= МС. 
Найти: ММ. 


Задача 13. На основании равнобеоренного треугольника 
взята точка, оелящая основание на два отрезка длиной 8 см 
и 12 сл, и эта точка соединена с вершиной треугольника. В обра- 
зовавишеся два треугольника вписаны окружности. Найти рассто- 
яние между точками” касания этих окружностей с проведенной 
прямой. 

Основным объектом задачи является равнобедренный треу- 
гольник. В нем заданы лишь два отрезка, на которые делит осно- 
вание некоторая точка на нем. Поэтому мы можем построить 
произвольный равнобедренный треугольник На его основании 
выберем точку, которая делит основание в отношении 8 : 12 = 
—9 3, и эту точку соединим с вершиной треугольника. В полу- 
чивииеся два треугольника впишем окружности. Таким образом 
построение чертежа не вызывает особых трудностей. 

Несколько сложнее с краткой записью условий. Нужно запи- 
сать, что построенные окружности вписаны в соответствующие 
треугольники. Но’это как раз можно не делать, ибо сам чертеж 
наглядно показывает это условие. Нужно также записать, что 
точки К и Н «фис. 3) являются точками касания указанных ок- 
ружностей с проведенной прямой. Это можно записать просто 
словами, но лучше использовать символику, рассматривая, напри- 
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мер, эти точки как общие части соответет- 
вующих окружностей и секущей прямой. 
В результате получаем такую схемати- 
ческую запись задачи (рис. 3). 
Дано: 1) АС=ВС; 
2) АР=8 см; 
3) РВ=12 см; 
4) К и Н — точки касания 
СО и соответственно окруж- 
ностей с центрами О! и О.. 
Найти: КА. 
Приведем теперь примеры построения 
чертежей для схематических записей сте- 
реометрических задач. 


Задача 14. Основанием пирамиды 
служит равнобедренная трапеция, в кото- 
рой параллельные стороны равны 12 см 
и 8 см, а неравные отрезки диагоналей 
образуют угол в 60°. Высота пирамиды 
проходит через точку пересечения диаго- 
налей основания. Двугранные углы, обра- 


зованные боковыми гранями с основа- 
нием и прилежащие к параллельным сторонам трапеции, отно- 
сятся как 1:2. Определить объем пирамиды. 

Основной объект задачи — четырехугольная пирамида. По- 
строение ее чертежа можно выполнить, например, так. 

Проводим произвольный отрезок АВ (удобнее горизонталь- 
ный) и через середину его — точку К — проводим примерно под 
углом в 30° прямую. Через произвольную точку М этой прямой 
проводим другую прямую, параллельную прямой АВ, и на ней 
откладываем по обе стороны точки М№ два равных отрезка МС и 
№ О (несколько меньшие, чем половина отрезка АВ). Соединив 
СсВиШр<сА, получаем основание пирамиды — трапецию АВСР. 
Проводим в ней диагонали и через точку О — точку пересечения 
этих диагоналей проводим высоту пирамиды — вертикальный от- 
резок ОМ. 

Соединив точку М со всеми вершинами основания, получаем 
полный чертеж заданной пирамиды (рис. 4). 

При краткой записи условий можно непосредственно записать 
заданное отношение двугранных углов, но можно сначала постро- 
ить на чертеже линейные углы этих двугранных углов, записать 
отношение линейных углов. В первом случае получаем такую 
схематическую запись задачи (рис. 4). 
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Дано: [) АВ] СБ; 2) АР=вВС; 

3) АОр=60°; 4) ОМ (АВС), 
5) 2 (МАВ; АВСБ)?: И (МСВ; 
АВСЬ) =1:2. 

Найти: Улвсо- 

Во втором случае условие 5 можно запи- 
сать так: С ОКМ: ХХ ОММ=1:2. Но тогда 
в самом решении нужно описать построение 
линейных углов заданных двугранных углов 
(через точку О проводим прямую КМ перпен- 
дикулярно основаниям трапеции, тогда угол 
ОКМ будет линейным углом двугранного уг- 
ла с ребром АВ, а угол ОММ будет линейным углом двугранно- 
го угла с ребром СР). Последние утверждения, что углы ОКМ 
и ОММ являются линейными углами соответствующих дусран 
ных углов, необходимо обосновать, доказать. 

Задача 15. Определить отношение объема конуса к объему 
описанного около него шара, если образующая конуса составляет 
с его осью угол в 20°. 

Основной объект данной задачи есть конус с описанным около 
него шаром. Но для схематической заниси задачи нет надобности 
чертить конус и описанный шар, достаточно построить сечение . 
этих фигур. Удобнее построить сечение, проходящее через ось 
конуса. Это сечение плоскостью представляет собой равнобедрен- 
ный треугольник (осевое сечение конуса) с описанной вокруг него 
окружностью (сечение описанного шара). 

Схематическую запись задачи можно представить так 
(рис. 5). 

Дано: 1) ААВМ — осевое сечение конуса АМ=ВМ; 

МОТАВ; ДВМЬ=20°; 
2) (0; ОМ) — осевое сечение описанного шара. 

ЕБаити И Иа 


Задание 5 


Для того чтобы проверить себя, все ли вы правильно поняли в изло- 
жении последнего пункта, ответьте на следующие вопросы. 

5.1. Какое условие записано под номером 7 в схематической записи 
задачи 12? Как иначе можно записать это условие? 


1 (АВСЬ) — плоскость АВСР. у 
2 / (МАВ; АВСЬ) — двугранный угол, образованный гранями МАВ 
и АВСР. 
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5.2. Какое условие записано под номером 4 в схематической записи 
задачи 13? Как иначе можно было записать это’ условие? 

5.3. Какое условие записано под номерами Ги 2 в схематической 
записи задачи 14? 

5.4. Прочитать словами запись условия под номером 5 в схематиче. 
ской записи задачи 14. 


Задание 6 


Постройте схематические записи следующих задач. 

6.1. В треугольнике сумма двух сторон равна 14 см, а третья сторона 
делится биссектрисой противоположного угла на отрезки 3 см 
и 4 см. Определить стороны треугольника. 

6.2. Две окружности равных радиусов касаются внешним образом 
в точке К; в одной из них проведена. хорда КА, а в другой — хорда КВ, 
перпендикулярная первой. Определить отрезок АВ, если радиусы окруж- 
ностей равны 15 см. 

6.3. Определить объем правильной четырехугольной усеченной пира- 
миды, если ее диагональ равна 18 см, а длины сторон оснований равны 
14 сми 10 см. т 

6.4. В шар радиуса А вписаны два конуса с общим основанием; вер- 
шины конусов совпадают с противоположными концами диаметра шара. 
Шаровой сегмент, вмещающий меньший конус, имеет в осевом сечении 
дугу, равную 120°. Найди расстояние между центрами шаров. вписанных 
в эти конусы. 


Задание 7 


По приведенным схематическим записям 
сформулируйте соответствующие им задачи. 


7.1. (Рис 6.) 
Дано: 1) АВ= 1 см, 

2) ВС=10 см, 

3) АС=8 см, 

4) АЕ=2 см, 

5) ХСЕН=ХАВС 
Найти: ЕН и ВН. 


„2. Г отряд — 75% от х. 
с И РИ ое Вместе - 85,5 кг 


Ш. отряд — 110% от х. 


7.3: (Рис 7.) 
Дано: 1) АВСМ — правильная пирамида, 
2) д (МС; АВС) =60° 

Найти: (АСМ; АВС) 


7.4. По приведенной схематической записи сформулируйте соответст- 


вующую задачу 
Скорость, Время, ч |Путь АВ, км 
км/ч > 
х 


|- № 


1.7. Практические и математические задачи 


Задачи, которые вы решаете в школе, различаются в первую 
очередь характером своих объектов. В одних задачах объектами 
являются реальные предметы, в других — все объекты математи- 
ческие (числа, геометрические фигуры, функции и т. д.). Первые 
задачи, в которых хотя бы один объект есть реальный предмет, 
называются практическими (житейскими, текстовыми, сюжетны- 
ми), вторые, все объекты которых математические, называются 
математическими задачами. 

Из приведенных выше задач 4, 9 и 11 — практические задачи, 
а все остальные математические. Приведем еще один пример 
практической задачи. 

Задача 16. Телефонная проволока длиной 15 м протянута 
от столба, где она прикреплена на высоте 8 м от поверхности 
земли, к дому, где ее прикрепили на высоте 20 м. Найти расстоя- 
ние между домом и столбом, если проволока не провисает. 

Объектами этой задачи являются вполне реальные предметы: 
проволока, столб, дом. Поэтому это практическая задача. Чтобы 
ее решить с помощью математики, надо построить соответствую- 
щую ей математическую задачу, которая получается путем отвле- 
чения от конкретных особенностей реальных предметов и заменой 
их математическими объектами. В данном случае проволоку, 
столб и дом (точнее, стену дома) можно рассматривать как отрез- 
ки. Считая, что поверхность земли есть прямая, а отрезки, изобра- 
жающие столб и дом, перпендикулярны к этой прямой, получаем 
такую математическую задачу. 

Задача 17. Отрезки длиной 8 м и 20 м перпендикулярны 
к прямой, соединяющей их концы, и расположены. по одну сторону 
от этой прямой. Отрезок, соединяющий другие концы этих отрез- 
ков, имеет длину 15 м. Найти расстояние между отрезками. 
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Заметим, что в курсе математики решаются лишь такие прак- 
тические задачи, которые сводимы к математическим. Решение же 
математических задач и сводимых к ним практических рассмот- 
рим в следующей главе. 


Глава П 


СУЩНОСТЬ И СТРУКТУРА РЕШЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 


В предыдущей главе вы познакомились с составными частями 
задачи, с тем, как следует производить анализ задач. Теперь 
нужно разобраться в том, что’ составляет сущность решения 
задач, какова структура процесса решения, в чем особенности 
отдельных этапов этого процесса. Только сделав это, можно 
перейти к основному вопросу этой книги: как искать решение 
задач? 

Итак, переходим к детальному рассмотрению вопросов о сущ- 
ности и структуре решения задач. = 


П.1. Что значит решить математическую задачу? 


Задумайтесь над вопросом, который мы вынесли в заглавие 
данного пункта. Вы уже решали тысячи задач. А можете ли вы 
ответить на поставленный вопрос? Возможно, что вы так ответите: 
решить задачу — это значит найти ее ответ. 

Что ж, в какой-то степени это верно, но все дело в том, как 
понимать слово «найти». Вот кто-то, получив задачу, узнав каким- 
либо способом ее ответ (например, подсмотрев в ответы задачни- 
ка), просто сообщает этот ответ. Он, конечно, нашел ответ. Но 
можно ли считать, что он решил задачу? Очевидно, что нет. Зна- 
чит, решение задачи не просто состоит в том, чтобы найти ответ, 
а в чем-то ином. 

Чтобы разобраться в этом, придется внимательно приглядеть- 
ся к процессу решения задач. Чтобы это легче было сделать, 
рассмотрим решения несложных задач и при этом будем выписы- 
вать эти решения самым подробным образом. 

Задача 18. Разложить на множители многочлен 


х3—24-- 6х— 4х. 

Решение. На основе переместительного и сочетательного 
законов сложения данный многочлен можно представить в таком 
виде: 
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х'— 24 6х°—4х— (х3— 4х) + (67—24). (1) 


Применим к каждому из выражений, стоящих в скобках в пра- 
вой части равенства (1), правило вынесения общего множителя 
за скобки. Общим множителем для первого выражения х3— 4х яв- 
ляется х, а для второго выражения 6х*— 24 является число 6. Тог- 
да получим: 


(х°—4х) + (6х?— 24) =х(х?—4) 6(х?—4). (2) 


Теперь, рассматривая х’—4 как множитель, можно, используя 
то же правило вынесения общего множителя за скобки, выраже- 
ние, стоящее в правой части равенства (2), представить в таком 
виде: 


х(—4) +6(42—4) = (2—4) 5-6). (3) 
Осталось к выражению, стоящему в первой скобке правой 


части (3), применить правило разложения на множители разности 
квадратов: 


(х’—4) (х-6) = (х-2) (х—2) (х+6). (4) 


Сравнивая теперь полученные равенства С) 
и замечая, что правая часть каждого из первых трех равенств 
одинакова с левой частью следующего за ним равенства, на 
основании свойства транзитивности равенств (если а=б и 6=с, 
то и а=с) получаем, что левая часть первого равенства равна 
правой части последнего, т.е. 


х°— 24 6х?—4х= х-2) (х—29) (х+ 6). 


Тем самым заданный многочлен разложен на множители и, 
следовательно, задача решена. 

Внимательно анализируя приведенное решение, замечаем, что 
оно состоит из отдельных шагов, при этом каждый шаг решения 
есть применение какого-либо общего положения математики (пра- 
вила, тождества, закона, формулы) к отдельным условиям задачи 
или к полученным следствиям из этих условий. . 

Приведенное решение задачи 18 можно представить в виде 
схемы. 

Заметим, что в этой схеме расчленение решения задачи на 
отдельные шаги произведено не до конца. Так, например, первый 
шаг можно было расчленить на несколько более элементарных 
шагов, в каждом из которых использовался лишь один из двух 
указанных законов сложения. Точно так же второй шаг можно 
было расчленить на два, в каждом из которых правило вынесения 
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Схема решения задачи 18 


Общие положения 
математики 


Переместительный и 
сочетательный законы 
сложения 

Правило вынесения 
общего множителя за 
скобки 

То же правило 
Правило разложения 


Условия задачи или их 
следствия 


23—24 6х —4х 


3—4х) -| (6х? —924 
ы ве ТЫ ое 


Результат 


(23 —4х) - (6х? — 24) 


х(х?—4) + 6(х°—4) 
(2—4) (6) 


на множители разности 

квадратов (2—4) (х-6) («--2) («—2) («-Е6) 
Свойство транзитив- Все полученные | х—24-- 6х —4х= 

ности равенства равенства =(-2)(«—2) (х- 6) 


общего множителя за скобки применялось бы лишь к одному из 
двух рассматриваемых выражений. Это же относится и к последу- 
ющим шагам, Больше того, такое расчленение можно было бы 
продолжить и дальше. Но мы это не делали и не будем делать 
в дальнейшем, ибо такое скрупулезное расчленение нужно для 
составления программы решения задачи электронно-вычислитель- 
ной машиной, но не человеком, который обычно оперирует более 
крупными блоками. 

Рассмотрим решение еще одной задачи. 

Задача 19. Длины оснований трапеции равны 4 см 
и 10 см. Найти длины отрезков, на которые делит среднюю линию 
этой трапеции одна из ее диагоналей. 

Сначала построим схематическую запись задачи (рис. 8). 

Дано: АВ|СЬ; АМ=мМрЬ; ВМ= МС; АВ=10 см; 

Ср =4 см. 

Найти: МКи МК. . ; 

Решение. Как известно, средняя линия трапеции парал- 
лельна ее основаниям. Значит, ММ|АВ и ММ|СРЬ. Диагональ 
АС делит трапецию на два треугольника. Рассмотрим каждый из 

них. В ДАВС отрезок МК является средней 
линией, ибо №К как часть отрезка ММ парал- 
лельна АВ, и точка М по условию есть се- 
редина стороны ВС. А средняя линия тре- 
угольника равна половине основания. Значит, 


КМ=5 АВ, а так как АВ=10 см, то 


КМ==5 см. 
Аналогично, рассматривая ДАСД, мы 


убеждаемся, что МК есть средняя линия 


| 
этого треугольника и поэтому ЕЯ СО, но Ср=4 см, следо- 


вательно, МК=2 см. 
Итак, искомые длины отрезков найдены, задача решена. в: 
Приведенное решение можно представить в виде схемы. = 


Схема решения задачи 19 


Общие’ положения Условия задачи или их 


ъ 
математики следствия Результат 


Средняя линия тра- ММ — средняя ли- ММПАВ, ММ! СО 3 
пеции параллельна ее | ния трапеции АВСО 2 
основаниям Е 

Диагональ делит тра- АВСР — трапеция, АВС и АСР. — треу- _ 2 
пецию на два треуголь- | АС — ее диагональ Гольники 
ника 

Отрезок, проходящий В ДАВС точка М — МК — средняя  ли- 
через середину стороны | середина ВС и МКПАВ, | ня ДАВС, МК— 
треугольника  парал- | в ДАСР точка М — се- | средняя линия ДАСЬ 
лельно другой стороне, | редина АР и МК| СБ 
является средней лини- 
ей треугольника 

Средняя линия тре- МК — средняя линия 
угольника равна поло- | ДАВС, АВ=10 см 
вине основания 


МК - средняя ли- 
ния ААСР, СО =4 см 


Из приведенных примеров можно сделать следующий вывод: 

Решить математическую задачу — это значит найти такую 
последовательность общих положений математики (определений, 
аксиом, теорем, правил, законов, формул), применяя которые 
к условиям задачи или к их следствиям (промежуточным резуль- 
татам решения), получаем то, что требуется в задаче, — ее ответ. 

К вопросу о сущности решения задач мы еще неоднократно 
будем возвращаться и приведенную формулировку будем уточ- 
нять. Кроме того, этот вопрос рассмотрим с других точек зрения. 
Так что на приведенное определение следует смотреть лишь как на 
первое, самое общее толкование сущности решения математиче- 


ских задач. 


Задание 8 


Составьте схему решения приведенных ниже задач так же, как это 


было сделано выше для задач 18 и 19. 


8.1. Решить уравнение с03°х— 2 зп х= —-4- 
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8.2. Большая сторона треугольника АВС равна а.Периметр треуголь- 
ника, вершинами которого служат середины сторон ДАВС, равен 0. а 
казать, что а< 0, 


11.2. Структура процесса решения задач 


Когда в предыдущем пункте мы выписывали решения задач, то 
эти записи представляли собой лишь изложения самого решения 
Но как эти решения были найдены, как убедились, что они пра 
вильные, 060 всем этом ничего не было сказано Если под про- 
цессом решения задач понимать процесс, начинающийся с мо- 
мента получения задачи до момента полного завершения ее реше- 
ния, то, очевидно, что этот процесс состоит не только из 
изложения уже найденного решения, а из ряда этапов, одним из 
которых и является изложение решения 

Из каких же этапов состоит процесс решения задачи? 

Очевидно, получив задачу, первое, что нужно сделать, это 
разобраться в том, что`это за задача, каковы ее условия, в чем 
состоят ее требования, т. е. провести тот анализ задачи, о кото- 
ром говорилось в первой главе. Этот анализ и составляет первый 
этап процесса решения задачи. 

В ряде случаев этот ‘анализ надо как-то оформить, записать. 
Для этого, как вы знаете, используются разного рода схематиче- 
ские записи задач, построение которых составляет второй этап 
процесса рещения. 

Анализ задачи и построение ее схематической записи необхо- 
димы главным образом для того, чтобы найти способ решения 
данной задачи. Поиск этого способа составляет третий этап 
процесса решения * 

Когда способ решения задачи найден, его нужно осущес- 
твить, — это будет уже четвертый этап процесса решения — этап 
осуществления (изложения) решения 

После того как решение осуществлено и изложено (письменно 
или устно), необходимо убедиться, что это решение правильное, 
что оно удовлетворяет всем требованиям задачи. Для этого про- 
изводят проверку решения, что составляет пятый этап процесса 
решения. 

При решении многих задач, кроме проверки, необходимо еще 
произвести исследование задачи, а именно установить, при каких 
условиях задача имеет решение и притом сколько различных 
решений в каждом отдельном случае; при каких условиях задача 
вообще не имеет решения и т. д. Все это составляет шестой этап 


процесса решения. 
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Убедившись в правильности решения и, если нужно, произведя 
исследование задачи, необходимо четко сформулировать ответ 
задачи, — это будет седьмой этап процесса решения. 

Наконец, в учебных и познавательных целях полезно также 
произвести анализ выполненного решения, в частности устано- 
вить, нет ли другого, более рационального способа решения, 
нельзя ли задачу обобщить, какие выводы можно сделать из этого 
решения ит. д. Все это составляет последний, конечно не обяза- 
тельный, восьмой этап решения. 


Итак, весь процесс решения задачи можно разделить на во- 
семь этапов: 


1-й этап — анализ задачи; 

9-й этап — схематическая запись задачи; 
3-й этап- поиск способа решения задачи; 
4-й этап — осуществление решения задачи; 
5-й этап — проверка решения задачи; 

6-й этап — исследование задачи; 

7-й этап — формулирование ответа задачи; 
8-й этап — анализ решения задачи. 


Приведенная схема дает лишь общее представление о процессе 
решения задач как о сложном и многоплановом процессе. Приве- 


дем несколько примеров решения задач, на которых покажем 
более конкретно этот процесс. 


Задача 20. Лодка прошла по течению реки расстояние 
между двумя пристанями за 6 ч, а обратный путь она совершила 
за 8 ч. За сколько времени пройдет расстояние между пристанями 
плот, пущенный по течению реки? 


|. Анализ задачи. В задаче речь идет о двух объектах: 
лодка и плот. Лодка имеет какую-то собственную скорость, а река, 
по которой плывет и лодка, и плот, имеет определенную скорость 
течения. Именно поэтому лодка совершает путь между пристаня- 
ми по течению реки за меньшее время (6 ч), чем против течения 
(8 ч) Но эти скорости (собственная скорость лодки и скорость 
течения реки) в задаче не даны (они неизвестны), так же как 
неизвестно расстояние между пристанями. Однако требуется 
найти не эти неизвестные ‘ско 
рости и расстояние, а время, за Лодка 
которое плот проплывет неизвест 
ное расстояние между приста- 4 
нями 

о Схематическая З34А- 
пись задачи (рис. 9) 


3. Поиск способа решения задачи. Нужно найти 
время, за которое плот проплывет расстояние между пристанями 
А и В. Для того чтобы найти это время, надо знать расстояние 
АВ и скорость течения реки Оба они неизвестиы, поэтому обозна 
чим расстояние АВ буквой 5 (км), а скорость течения реки при 
мем равной а км/ч. Чтобы связать эти неизвестные с данными 
задачи ‘(время движения лодки по и против течения реки), нужно 
еще знать собственную скорость лодки. Она тоже неизвестна, 
положим, что она равна о км/ч Отсюда естественно возникает 
план решения, заключающийся в том, чтобы составить систему 
уравнений относительно введенных неизвестных 

4. Осуществление решения задачи. Итак, пусть 
расстояние АВ равно $ км, скорость течения реки а км/ч, со- 
бственная скорость лодки о км/ч, а искомое время движения 
плота на пути в $ км равно х ч. 

Тогда скорость лодки по течению реки равна (о-а) км/ч. 
За 6 ч лодка, идя с этой скоростью, прошла путь АВв$ км. Следо 
вательно. 


бо а. (1) 


Против течения эта лодка идет со скоростью (и—а) км/ч 
и путь АВ в $ км она проходит за 8 ч, поэтому 


8(о—а) =5 {2} 


Наконец, плот, плывя со скоростью а км/ч, покрыл расстояние 
5 км за х ч, следовательно, 


Я. (3) 


Уравнения (1}, (2) и (3) образуют систему уравнений относи 
тельно неизвестных $, а чих. Так как требуется найти лишь х, то 
остальные неизвестные постараемся исключить 

Для этого из уравнений (1) и (2) найдем 


5 $ 
о а= ЕТ 


Вычитая из первого уравнения второе, получим: 


Подставим найденное выражение для а в уравнение {3` 


$ 
ДЕ 
Так как, очевидно, 5 не равно нулю, то можно обе части полу 


ченного уравнения разделить на $ Тогда найдем: х=48. 
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5. Проверка решения. Итак, мы нашли, что плот про- 

плывает расстояние между пристанями за 48: ч. Следовательно, 
5 

его скорость, равная скорости течения реки, равна км/ч. Ско- 


5 
рость же лодки по. течению равна 5 км/ч, а против течения 


— км/ч. Для того чтобы убедиться в правильности решения, 


достаточно проверить, будут ли равны собственные скорости 
лодки, найденные двумя способами: 


19) от скорости лодки по течению отнять скорость течения реки, 


те 5 $ 
ми 48’ 
2) к скорости лодки против течения реки прибавить. скорость 


чения реки, т. е ЕЕ 5 
те реки, т. е. 5 Р-в- 


Произведя вычисления, получаем верное равенство: а 

Значит, задача решена правильне. 

6 Исследование задачи. В данном случае этот этап 
решения не нужен. 

7. Ответ: плот проплывет расстояние между пристанями за 
48 ч. 

8 Анализ решения. Мы свели решение этой задачи 
к решению системы трех уравнений с четырьмя неизвестными. 
Однако найти-то надо было нам лишь одно из этих неизвестных. 
Поэтому, естественно, возникает мысль, что проведенное решение 
не самое удачное, хотя и достаточне простое. Можно предложить 
другое решение. 

Зная, что лодка проплыла расстояние АВ по течению реки за 
6. ч‚ а против — за 8 ч, найдем, что в | ч лодка, идя по течению, 


1 + 
проходит 5 часть этого расстояния, а против течения : Тогда 


6 
ния АВ, проплываемая плотом за 1 ч. Значит, плот за 1 ч проплы- 


}1 1 1 
разность между ними (===) есть удвоенная часть расстоя- 


1 
вет 5 часть расстояния АВ, следовательно; все расстояние АВ он 


проплывет за 48 ч. 


Как видим, при таком решении нам. не понадобилось состав- 
лять систему уравнений. Однако, несомненно, это решение слож- 
нее приведенного выше, хотя бы. потому, что не всякий догадается 
найти разность скоростей лодки по течению и против течения реки. 
Часто также эту разность принимают не за удвоенную часть 
расстояния АВ, проплываемую плотом за | ч, а за скорость плота, 
что, конечно, приводит к ошибочному ответу. 


З1 


Следует обратить внимание в приведенном решении еще на 
одно обстоятельство. В этом решении была получена система трех 
уравнений с четырьмя неизвестными. И хотя число неизвестных 
больше числа уравнений, из этой системы удалось найти числовое 
значение одного из неизвестных. Значит, не всегда такая система 
полностью неопределенная, в том смысле, что из нее можно найти 
лишь выражения одних неизвестных через другие. Как видим, 
в некоторых случаях из такой системы удается найти значения 
отдельных неизвестных (конечно, не всех). 

Задача 21. В основании пирамиды лежит правильный треу- 
гольник, стороны которого равны а. Два боковых ребра пирамиды 
составляют с плоскостью основания углы, равные а, а грань, 
заключенная между ними, наклонена к основанию под углом В. 
Найти объем пирамиды. 

1. Анализ задачи. Данная задача является геометриче- 
ской задачей на вычисление с параметрами (буквенными данны- 
ми). Поэтому в первую очередь надо установить возможные 
области изменения параметров. Очевидно, что а — длина стороны 
основания пирамиды — может быть любым положительным чис- 
лом, т. е. 


а>0. (1) 


Углы о, как углы наклона боковых ребер к основанию, т. е. уг- 
лы между этими ребрами и их проекциями на основание, могут 
быть лишь острыми: 


0°<&=< 90°. (2) 


Что касается угла В — двугранного угла между боковой гранью 
и плоскостью основания, то этот угол может меняться в пределах 
от 0° до 180°: 


0°<вВ—<180°. (3) 


При этих условиях, которые мы уточним в процессе дальней- 
шего решения, можно перейти к поиску решения. Но предвари- 
тельно нужно построить схематическую запись задачи, и в частно- 
сти чертеж заданной пирамиды, ибо иначе трудно будет искать 
и выполнять план решения. 

2. Схематическая запись задачи. Построим задан- 
ную в задаче пирамиду. Но очевидно, что чертеж этой пирамиды 
существенно зависит от того, как наклонена указанная боковая 
грань к плоскости основания, т. е. каково значение параметра В. 
Возможны три случая: 


1) 0°<8<90°; 2) В=90°; 3) 90° < в < 180° 
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Рис. 12 


Этим трем случаям соответствуют три различных вида пирами- 
ды, изображенные соответственно на рисунках 10—12. 

Для того чтобы построить углы наклона ребер АМ и ВМ 
к плоскости основания, опускаем из вершины М перпендикуляр 
МО на плоскость основания. Тогда, очевидно, АО и ВО будут 
проекциями ребер АМ и ВМ и, следовательно, (МАО и 2 МВО 
будут указанными углами. Для того чтобы построить линейный 
угол двугранного угла, образованного гранью АМВ с плоскостью 
основания, проводим ОД АВ (заметим, что на рис. 11 точки 
Оир совпадают). Тогда по известной теореме о трех перпендику- 
лярах РМ 1 АВ. Так как ДОАМ= ДОВМ (объясните почему), 
то АМ=ВМ. Отсюда следует, что высота МБ проходит через 
середину АВ (почему?). Учитывая, что ДАВС правильный, полу- 
чаем, что продолжение ОД должно проходить через верши- 
ну С (почему?). Тогда 2 СРМ и есть линейный угол указанного 
двугранного угла. 
Исходя из всего этого, условия задачи можно записать так. 
Дано: 1) АВ=ВС=СА=а; 2) МО (АВС); 

3) ОР АВ; 4) ОАМ= ДОВМ=ч,5) и СоМ= В. 


(3) Найти: Ур 

Бней" | 3—5. Поиск и осуществление решения. Иссле- 
| ар | дование задачи. 
пел 10. Эти три этапа процесса решения в данном случае удобно 
ия производить совместно. 
т ис По известной формуле имеем: 
| С зай У=> ЗВ, (4) 
И и 
ой где $ — площадь А АВС, а й=МО. 
Я 8" 
ое ' (АВС) — плоскость АВС. 
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Так как Л АВС правильный со стороной а, то 


— 28° 
=, 


(5) 


Осталось найти А. Проше всего найти й для второго случая, 
когда В=90° и 11). Из прямоугольного ДАОМ, где Аб 


#=ОМ=АО 48 ОАМ=- ва. (6) 


Подставив значения $ и Й из (5) и (6) в формулу (4), получа- 
ем для данного случая, что 


_ ава 
уе, (7) 


В остальных двух случаях можно поступить так. Из прямоу- 
гольного ЛАОМ находим: 
ь зе 
АО=оМ: = АМ. (8) 


Из прямоугольного ЛОРМ имеем: 
ом Й 
ов 4 ом — + ЧЕ ОБМ` 


Для первого случая, когда угол В острый, получаем: 


Для случая, когда угол В тупой, получаем: 


ыы в ЕЙ 
ор 42 (180°—8) ШВ’ 


Теперь из прямоугольного ДАЛО, где АР=-, имеем: 
2 
Подставляя сюда значения АО и ОР из формул (8) и (9) или 


(9’), получим: 
ие 
Ша вв] 


Отсюда 


12 аа шв 


4—1) 
Это выражение имеет смысл лишь тогда, когда 428 —ю*&>0 
ИЛИ : 
зт (В — а) эт (Ва) . 
0. { 
ыы 0525 0578 , 
Отсюда следует, что 
В>«а (10) 
и 
«+В < 180 (11) | 
Эти условия уточняют область изменения параметров. При их Е 
а са] - 42 В| г] 


выполнении найдем: й = е 5 
2/1 28—16 | 


Учитывая условия (2) для ‘рассматриваемых двух случаев, Я: 


получим` 
аа В 
—_= (0°<вВ—<90°), 
= 2 = 28 — 1525 
Е. (90°—<В—<180°). 


НИ 


28—15 


Подставляя в формулу (4), найдем окончательно: 


3 
а Зо ЕВ (0°<8в<90°), 
У 2—1 *а 
—_ аа в. (90°—<в—<180°). 
24/128 — 18а 
6. Проверка. В данном случае проверка решения сводится 
к тому, чтобы убедиться, что по найденным формулам действи- 
"(9’) тельно можно вычислить У такое, которое принадлежит области 
( его определения. Очевидно, что должно соблюдаться лишь одно 
. условие: У>0. Рассматривая полученные формулы для У для 
всех трех случаев и учитывая указанные при этом условия задачи, 
з легко убеждаемся в выполнении указанного условия. 
7. Ответ: при В >> 0°, “< 90°; о&-- В< 180°, а> 0: 


а3 За В о о 
ЕЕ РЕ если 0°<в< 90°, 
и 24а? в? а 
) ил 23/342 а — 90° 
нь если В=90°, 


_ ау шов если 90° <В—<180°. 


24 ва 


8. Исследование решения. Просматривая внимательно 
проведенное ‘решение, замечаем, во-первых, что при решении 
подобных задач важно предварительно при анализе задачи уста. 
новить области изменения параметров. Но оказывается, что непо. 
средственно из условия задачи эти области изменения не всегда 
можно найти. В данном случае в процессе решения мы значитель- 
но уточнили предварительно найденную область, установив допол- 
нительные условия (10) и (11). 

Следовательно, при решении подобных задач надо анализиро- 
вать каждый шаг решения с точки зрения его выполнимости при 
предварительно найденных или заданных условиях и при необхо- 
димости эти условия уточнять, тем самым суживая области изме- 
нения параметров. : 


Во-вторых, можно было найти й для случаев острого и тупого 
углов несколько иначе, а именно: 


в— а? 4? а 15? В и а? эт азт? В 


4? в—12 а) 49 (вВ-о) яп (а В)” 


2 


При выполнении условий (10) и (11) получаем для обоих 
рассматриваемых случаев одну общую формулу: 


а п а зт В 


а ое тв 9. 


Тогда ответ задачи принял бы такую форму: при В>&>0°, 
© —< 90°, «-В—<180°, а>0 


3 
1 
Е. если В=90°, 
23/3 Зпа т В 


24/3 (а- В) эп (Ва) ’ 


У= 


если В=2=90°. 


онЕаИВЫИ 


Задача 22. Вычислить без таблиц значение выражения 
сёо 9° - сё 15° 4 9°-Н4в 15° — сё 27° —8 о 

Решение. Для того чтобы вычислить это выражение, оче- 
видно, надо так его преобразовать, чтобы в нем остались лишь 
тригонометрические функции известных углов (например, 30°, 45° 
и 60°) и определенные числа. Для этого надо воспользоваться 
известными формулами преобразования суммы и разности двух 
функций одного и того же аргумента. Поэтому, обозначив значе- 
ние этого выражения буквой М, сгруппируем в нем попарно 
функции одного и того же аргумента: 


М (се 9°- #5 9°) + (св 15° 51 15°) — (св 27° 27°). 


Заменим котангенсы через тангенсы: 


Используем формулу 1-15" —-— и заменим. в знаменате- 


с05°% 
лях тангенсы через синусы и косинусы соответствующих углов, 
получим после преобразований: 


1 1 1 


эп 9° соз 9° Г зп 15° с0$ 15° зп 27° 0$ 27° ° 


Теперь воспользуемся формулой синуса двойного угла: 


2 2 р 
— эп 18° а 30° — п 54. 


Первую и третью дроби сгруппируем, а во второй заменим 
2 (т 54° — эт 18° 

а 

эп 18° эт 54 
Разность синусов преобразуем в произведение: 


4 со$ 36° эш 18° 
эп 18° зп 54° +4. 


эт 30° его значением: М = 


Зная, что со$ 36° = 54°, получаем окончательно: 
М=4-ф4=8. 


Как видим, в этом решении трудно выделить отдельные этапы, 
ибо анализ, поиск решения и проверка решения производились по 
ходу осуществления решения. Этапы же схематической записи 
задачи и исследования задачи здесь вовсе оказались ненужными. 
Что касается анализа решения, то он также вряд ли нужен, хотя 
" некоторое рассмотрение решения с целью закрепления в памяти 
Я использованных приемов было бы полезно. 

Таким образом, структура процесса решения задачи зависит 
в первую очередь от характера задачи и, конечно, от того, какими 


у знаниями и умениями обладает решающий задачу. 

р Приведенная выше схема процесса решения задач является 
| т лишь примерной. При фактическом решении указанные там этапы 
ва обычно не отделены друг от друга, а переплетаются между собой. 
ил Так, в процессе анализа задачи обычно производится и поиск 
в решения. При этом полный план решения устанавливается не до 
0и8 осуществления решения, а в его процессе. Тогда поиск решения 


` ограничивается лишь нахождением идеи решения. Порядок эта- 


пов также иногда может меняться. 
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Из указанных восьми этапов пять являются обязательными, 
и они имеются (в том или ином виде) в процессе решения любой 
задачи. Это этапы анализа задачи, поиска способа ее решения, 
осуществления решения, проверки решения и формулирования 
ответа. Остальные три этапа (схематическая запись задачи, ис- 
следование задачи и заключительный анализ решения) являются 
не обязательными и в процессе решения многих задач не имеются 
(Схему процесса решения задачи смотрите на первом форзаце.) 


Анализ задачи, т. е. выяснение характера задачи, ее вида, 
установление ее условий и требований (конечно, не всёгда в пол- 
ном объеме), мы производим в процессе решения любой, даже 
самой простейшей задачи. Когда мы читаем, например, такую 
задачу: «Решить уравнение х*--3Зх-+2=0» — и говорим: «Это 
квадратное уравнение», то уже тем самым мы произвели анализ 
этой задачи. Конечно, это самый простейший анализ, состоящий 
в установлении вида задачи, но в данном случае он вполне доста- 
точен. Для других, более сложных задач понадобится и более 
развернутый, более многоплановый и сложный анализ. Заметим, 
что при решении особо сложных задач анализ приходится про- 
изводить не один раз, при первичном чтении задачи, а многократ 
но, при каждой новой попытке решения (а их может быть несколь- 
ко), в процессе самого решения, при переходе к каждому оче- 
редному шагу решения. 

Точно так же поиск способа решения производится в процессе 
решения любой задачи. Даже в указанной выше задаче, после 
того как установили, что это есть квадратное уравнение, обычно 
говорим (вслух или мысленно): «Для его решения используем 
формулу корней приведенного квадратного уравнения». Этим 
самым мы и произвели поиск способа решения. При решении 
более сложных задач поиск способа решения является самым 
трудным и основным этапом решения. Он может занимать и по 
времени самое большое мёсто в общем процессе решения. При 
этом довольно часто поиск способа решения приходится произво- 
дить не один раз. Когда в процессе выполнения найденного спосо- 
ба решения мы убеждаемся в его ошибочности или сложности, то 
приходится снова возвращаться к этапу поиска решения и искать 
другой способ решения. И так зачастую приходится делать много 
раз. Тут нужно, конечно, упорство, но еще важней каждый раз 
в случае неудачи поиска решения возвращаться к анализу задачи, 
производить его еще раз более внимательно и искать причины 
этих неудач. 

Что касается этапа осуществления решения, то очевидно, что 
без него и нет самого решения. 
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Сложнее с этапом проверки решения. Большей частью провер- 
ка решения производится попутно по мере осуществления реше- 
ния, и, как правило, она производится устно. В этом случае эта 
проверка является формой самоконтроля за своими действиями. 
При этом часто мы даже не осознаем, что производим проверку- 
самоконтроль. Но это тогда, когда имеется прочная привычка 
к такому самоконтролю и хороший навык к тому. Тем же из вас, 
кто такой привычкой и навыком не обладает, советуем произво- 
дить проверку каждый раз, с тем чтобы в конечном итоге приобре- 
сти такой навык. 

Формулирование ответа не всегда выделяется в особый этап, 
но, если ответ особо не выписывается, надо все же его как-то 
выделить (например, путем подчеркивания). 

Хотя этап схематической записи является и не обязательным, 
но мы советуем им не пренебрегать. Схематическая запись служит 
очень хорошей формой, организующей и глубокий и планомерный 
анализ задачи, и поэтому этот этап всегда сливается с анализом 
задачи. Схематическая запись, кроме того, облегчает само реше- 
ние, ибо, опираясь на эту запись, легче и проще оформить решение. 


Что касается анализа решения, то следует учесть, что решение 
школьных задач является не самоцелью, а средством обучения. 
Поэтому обсуждение проделанного решения, выявление его недо- 
статков, поиск других способов, установление и закрепление в па- 
мяти тех приемов, которые были использованы в данном решении, 
выявление условий возможности применения этих приемов — 
все это как раз и будет способствовать превращению решения 
задач в могучее обучающее средство. 

При анализе решения полезно устанавливать возможность 
обобщения данной задачи, выявлять ее особенности, сопоставлять 
решение данной задачи с ранее решенными и т. д. 


Если вы хотите по-настоящему научиться решать задачи, то 
анализируйте решение каждой мало-мальски новой и более или 
менее сложной задачи. Не жалейте на это времени и сил: все это 
в будущем окупится. 

В заключение обращаем ваше внимание на некоторую. осо- 
бенность использования термина «решение задачи». Дело в том, 
что этим термином обозначаются два связанных между собой, но 
все же неодинаковых нонятия. Когда мы говорим: «процеес реше- 
ния задачи», то здесь под решением задачи понимается вся дея- 
тельность человека, решающего задачу, с момента начала чтения 
задачи до конца. Когда же мы говорим: «поиск решения задачи» 
или «анализ решения задачи», «осуществление решения задачи», 
то здесь под решением задачи понимаются лишь те действия, 
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которые мы производим над условиями и их следствиями на 
основе общих положений математики для получения ответа зада 
чи. Было бы, пожалуй, целесообразно как-то различать эти Два 
аспекта понятия «решение задачи» (например, второй называть 
«непосредственное решение задачи»), но обычно это не делают 
а из самого контекста ясно, о каком аспекте идет речь. Это следу- 
ет вам иметь в виду при чтении данной книги. 

Заметим, что иногда термин «решение задачи» используется 
ещеив третьем аспекте, а именно в смысле результата (ответа) 
задачи. Например, когда говорят: «решением системы уравнений 
называется и т. д.» или «мы нашли два решения этой задачи», то 
как раз имеют в виду этот аспект термина «решение задачи» 


1.3. Стандартные задачи и их решение 


Вы уже знаете из пункта П.1, что непосредственное решение 
задачи состоит из последовательности шагов (действий), каждый 
из которых есть применение некоторого общего положения мате- 
матики к условиям задачи или к их следствиям. Поэтому отыска- 
ние этой последовательности шагов есть самое главное, что нужно 
сделать для того, чтобы решить задачу. 

Математика и занимается тем, что она устанавливает для 
многих видов задач правила, пользуясь которыми можно найти 
указанную последовательность шагов для решения любой задачи 
данного вида. Для многих видов задач такие правила уже давно 
найдены, и вы их изучаете в школьном курсе математики. 

Правила, пользуясь которыми можно найти последователь- 
ность шагов для решения любой задачи некоторого вида, в мате- 
матике излагаются в различных формах. Приведем некоторые 
примеры таких правил. 

1. Словесное правило. Примером такого правила может слу- 
жить правило нахождения степени произведения, которое вы 
изучали в УТ классе: степень произведения равна произведеншо 
степеней сомножителей. 

Это правило позволяет составить такую программу — последо- 


вательность шагов для решения любой задачи нахождения степе- 
ни произведения: 


1) установить все сомножители произведения; 

2) найти данную степень каждого из этих сомножителей; 

3) результаты 2-го шага перемножить. 

В соответствии с этой программой решение задачи: «Найти 
(34?53)*» — будет таким: 

1) устанавливаем, что заданное произведение состоит из трех 
сомножителей: 3, а? и 63; 
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2) находим 4-ю степень каждого из этих сомножителей: 
34=81, (а) = 0%, (53)“=5'?; 


3) находим произведение результатов предыдущего шага: 
81486. Ответ: (3а?63)* =81а6". 

Заметим, что при выполнении 2-го шага мы, кроме рассматри- 
ваемого правила, использовали также правило возведения степе- 
ни в степень. : 

2, Правило-формула. Примером такого правила служит фор- 
мула корней квадратного уравнения. В курсе алгебры УИ класса 
эта формула дается примерно в таком виде: 

корни уравнения ах? Ьх-с=0, если а5Е0 и р>0, где = 

2 
— 6? —4ас, можно вычислить по формуле хе. 


В этом правиле прямо не указана последовательность шагов 
для решения какого-либо квадратного уравнения. Однако легко 
указать эту последовательность на основе указанного правила- 
формулы: 

1) проверяем условие: а=20; 

2) находим: =? —4ас; 

3) проверяем условие: О >>0; 

4) если эти условия выполнены, то вычисляем корни по форму- 
ле „_ ЭВЕМЕ 

2а 


Заметим, что при выполнении 2-го и 4-го шагов мы используем 
еше правила вычисления алгебраических выражений при задан- 


ных значениях переменных. 

Приведенная последовательность шагов может служить про- 
граммой для решения любого квадратного уравнения. Например, 
для решения уравнения 2х? —3Зх-+ | =0 получаем. такую последо- 


вательность шагов: 


Ва 0: 
2) Б=6? —4ас = (—3)—4:2.1=1; 
3) В=1>0; 
ПОБЕРИ ры ет 
4) х= о а х=5. Ответ: 1; 55: 


3. Правило-тождество. Примером такого правила может слу- 
жить тождество квадрата двучлена, которое вы изучали в УТ клас- 
се: (а 5)? =а?-+ 2аб-Е 9". 

Словесная формулировка этого тождества такова: квадрат 
двучлена равен сумме трех выражений: квадрата первого члена, 
удвоенного произведения первого члена на второй и квадрата 
второго члена. 


41 


В соответствии с этим тождеством можно составить та 
программу — последовательность шагов для решения задачи На. 
хождения квадрата двучлена: 

1} найти первый член двучлена; 

найти второй член двучлена; 

возвести первый член двучлена в квадрат; 

возвести второй член двучлена в квадрат; 

составить произведение первого и второго членов двучлена, 
результат 5-го шага удвоить; 

результаты 3, 4 и 6-го шагов сложить. 


Эта последовательность шагов является программой для ре- 
шения любой задачи нахождения квадрата двучлена. Например, 
для нахождения (243—362)? в соответствии с.этой программой 
нужно произвести следующие действия: 

первым членом двучлена является 2а3; 

вторым членом двучлена является — 362; 

квадрат первого члена есть (243)? 

квадрат второго члена есть (—36?) 2. 

произведение этих членов есть (2а3) (—35?); 

удвоенное произведение этих членов есть 2 (2а3) (—36?) 
7) сумма результатов 3, 4 и 6-го шагов есть 


(24°) + (—363) +2 (2а3) (—35°). 


, 


Для полного решения этой задачи необходимо еще использо- 


(2а°— 36?) 2—4а--96“— 12а3%?. 


4. Правило-теорема. Многие тео 
ми для решени 


весьма простая: 


1) устанавливаем длину оснований т 


рапеции; 
2) находим их полусумму. Это и б 
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виде: решением системы неравенств. с одной переменной называет- 
ся значение переменной, при котором верно каждое из неравенств 
системы. 

На основе этого определения можно составить такую програм- 
му решения системы неравенств с одной переменной: 

1) решить каждое из неравенств системы, получим для каждо- 
го неравенства числовой промежуток — его решение, 

2) найти пересечение (общую часть) полученных числовых 
промежутков. 

Найденное пересечение и будет решением системы неравенств 


В соответствии с этой программой решение системы нера- 
венств: 


Тх-3>5х— 19, 
4х 1<22 — 3х, 
6<х?—х (х—3) 


будет состоять из последовательности следующих шагов: 
1) решаем первое неравенство системы: 


7х3 >5х— 19, 2х> —22, х>— 1; 
2) решаем второе неравенство системы: 
4х41—<22—3х, 7х<21, х33; 
3) решаем третье неравенство системы: 
6—2 = (1—3). 6= 3х, >27; 


4) находим пересечение числовых промежутков: [— 11; + ©), 
(— со; 3], (2; +). Получим промежуток (2;3] Это 
и будет ответ задачи. 

Заметим, что при выполнении первых трех шагов мы использо- 
вали правило решения линейных неравенств с одной переменной 
и правило приведения подобных слагаемых. При выполнении 
четвертого ттага было использовано правило нахождения пересе- 
чения числовых промежутков (с помощью числовой прямой). 

Итак, мы видим, что правила для решения задач формулиру- 
ются в математике обычно в свернутом виде (в форме словесно- 
го правила, формулы, тождества) и для того, чтобы использовать 
эти правила для решения какой-либо задачи, нужно уметь эти 
правила развертывать в программы — последовательности шагов 
решения. Сказанное еще в большей степени относится к некото- 
рым определениям и теоремам, на основе которых можно соста- 
вить правила решения задач соответствующих видов. 

Математические задачи, для решения которых в школьном 
курсе математики имеются готовые правила (в любой форме) или 
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эти правила непосредственно следуют из каких-либо определений 
или теорем, определяющих программу решения этих задач в Виде 
последовательности шагов, назовем стандартными. При Этом 
предполагается, что для выполнения отдельных шагов решения 
стандартных задач в курсе математики также имеются вполне 
определенные правила. 

`В чем характерные особенности процесса решения стандарт. 
ных задач? Чтобы выяснить это, рассмотрим несколько примеров 
решения таких задач. 


Задача 23. Вылисать первые пять членов арифметической 
прогрессии, если аи =19, а=4. 

В самой задаче указан ее вид: это задача на нахождение 
членов арифметической прогрессии. Вспоминаем о пределе- 
ние арифметической прогрессии: иисловая последовательность, 
каждый член которой, начиная со второго, равен предшествующе- 
му члену, сложенному с одним и тем же числом (это число назы- 
вается разностью прогрессии), называется арифметической про- 
грессией. 

На основе этого определения составляем программу решения 
задач указанного вида: 

1) определить, какой (по номеру) член прогрессии предше- 
ствует искомому; 

2) установить значение этого предшествующего члена; 

3) найти разность прогрессии; 

4) к значению предшествующего члена прибавить разность 
прогрессии; полученная сумма и будет искомым членом. 

В соответствии с этой программой решение данной задачи 
будет таким: г 

нам нужно найти первые пять членов арифметической прогрес- 
сии, у которой а: = 109 и4=4. Значит, нам нужно найти а>, аз, аа и 
45. Начнем, естественно, с а». Предшествующим для него членом 
является ал. Его значение дано в задаче. Известно также и значе- 
ние разности прогрессии. Поэтому а=аи-а=10--4—14. 

Аналогично найдем аз, аз и ав. Получим: 


аз=а-а=14--4=18, 
а=аз--а=18-4=22, 
ав =а-а=22--4=96. 


Ответ: 10, 14, 18, 22, 26, : 
Задача 24. Разложить на множители многочлен 


4х? —9х-5. 


Так как многочлен, данный в задаче, является квадратным 
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трехчленом, то эта задача является задачей на разложение квад- 
ратного трехчлена на множители. 

На основе известного тождества ах? + вх е=а(х—х)(«— о), 
где х1 и х2— Корни трехчлена, стоящего в левой части тождества, 
можно составить следующую программу решения задач указан- 
ного вида: 

1) найти корни х; и х2 трехчлена ах? ох-Ёс, т. е, решить 
уравнение ах? вх-+с=0; 

2) образовать двучлены х—х: и х— хо, где х, и х2— корни 
данного трехчлена; 

3) образовать произведение полученных двучленов и коэффи- 
циента а. 

Заметим, что для выполнения 1-го шага в курсе алгебры 
УП класса также имеется соответствующее правило, которое мы 
уже однажды приводили. 

Теперь в соответствии с этой программой решение задачи 
24 будет таким: 

решаем уравнение 4х? —9х--5=0: 


Р=Ь? —4ас=(—9)}—4.4.5=1>0, 


ЕС ЕЕ 
Е Е ее 
Значит, 4х? —9х--5=4 (х—1) (х—1,25). 
Приведенные примеры показывают, что процесс решения стан- 
дартных задач имеет следующие осо бенности. 


1. Анализ задач сводится к установлению (распознаванию) 
вида задач, к которому принадлежит заданная. 

2. Поиск решения состоит в составлении на основе общего 
правила (формулы, тождества) или общего положения (определе- 
ния, теоремы) программы — последовательности шагов решения 
задач данного вида (если, конечно, такая программа не рассмат- 
ривалась в курсе математики). Естественно, что нет надобности 
эту программу формулировать в письменной форме, достаточно ее 
про себя наметить. 

3. Само решение стандартной задачи состоит в применении 
этой общей программы к условиям данной задачи. Если некоторые 
шаги программы решения требуют для своего выполнения ис- 
пользования также каких-то программ, то в отношении их про- 
изводятся те же операции (распознавание вида задачи, составле- 
ние программы решения и осуществление решения на основе этой 
программы). 

Отсюда следует, что, для того чтобы легко решать стандартные 
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задачи (а они являются основными математическими Задачами 
ибо все другие в конечном итоге сводятся к ним), нужно: : 

р) помнить (держать в памяти) все изученные в курсе м 

тики общие правила (формулы, тождества) и общие положения 
(определения и теоремы). Действительно, для того чтобы решить 
какую-либо стандартную задачу, нужно в первую очередь распоз. 
нать ее вид, а для этого нужно хорошо помнить все изученные 
общие правила и положения, на основе которых решаются задачи 
соответствующих видов. 

Некоторые учащиеся рассуждают так: «Для чего помнить все 
эти теоремы, формулы... Ведь в случае нужды их можно найти 
В справочнике или учебнике». Это рассуждение ошибочно, нбо, 
конечно, в справочнике действительно можно найти позабытую 
формулу или теорему, но ведь, когда вам надо решить задачу, то 
не будете же вы перелистывать справочник в поисках подходящей 
формулы, тем более что для решения одной задачи зачастую 
нужно использовать не одну формулу, а несколько формул, тож- 
деств и теорем. Представьте, во что ‘превратится решение задачи, 
сколько времени оно займет. Ведь для того чтобы в справочнике 
найти нужную формулу, нужно знать, что искать, какую формулу 
или тождество вам необходимо найти. Как же вы это установите, 
если вы не помните все основные формулы, тождества и теоремы? 
Нет, основные формулы, тождества, определения и теоремы не- 
обходимо твердо помнить, с тем чтобы в любой нужный момент их 
использовать и чтобы иметь возможность выбрать для решения 
заданной задачи нужную формулу, теорему... 

Другое дело, что некоторые мало употребляемые формулы 
можно и не помнить наизусть. Конечно, с годами какие-то форму- 
лы, теоремы можно и позабыть, вот для таких случаев и существу- 
ют разного рода справочники. Е 

Советуем вам все изучаемые в школе определения, теоремы, 
формулы, тождества знать и твердо помнить: это чрезвычайно 
поможет вам в решении математических задач; 

2) уметь развертывать свернутые общие правила, формулы, 
тождества, а также определения и теоремы в программы — после- 
довательности шагов решения задач соответствующих ВИДОВ. 

Этому умению нужно учиться на протяжении всех лет обуче- 
ния в школе. Надо иметь в виду, что в школьном Курсе математи- 
ки обычно не даются готовые программы решения задач. Эти 
преграммы нужно самим аа из соответствующих правил, 

формул, тождеств, определении У теорем. Без этого умения вы 
не сможете решить многие простейшие стандартные задачи, а тем 
более нестандартные задачи, требующие применения нескольких 
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атема. 


программ. Это умение довольно простое, и при некоторой настой- 
чивости им можно быстро овладеть, нужна лишь постоянная 
тренировка, с тем чтобы развертывание общих правил в програм- 
мы производить быстро, не задумываясь над этим, притом устно 
(в уме). 

Если вы будете твердо помнить все общие положения и прави- 
ла школьного курса математики и будете уметь быстро разверты- 
вать их в программы решения соответствующих задач, то решение 


любых стандартных задач не будет представлять для вас никаких 
особых трудностей. - 


Задание 9 


Укажите, какие из нижеприведенных задач являются стандартными, 
и назовите вид задач, к которому относится каждая из стандартных 
задач, а также то общее правило или положение, на основе которого она 
может быть решена. 

9.1. Построить график функции у=х. 

9.2. Построить график функции у=9х? {+ 9х-?. 

9.3. Разложить на множители многочлен 8а3- 27с!8. 

9.4. Разложить на множители многочлен 2х3 Зах? — 11а2х —6а?. 

9.5. Первая цифра шестизначного числа 1. Если эту цифру переста- 
вить на последнее место, то получится число, большее первоначального 
в 3 раза. Найди это шестизначное число. 

9.6. Найти сумму первых шести членов геометрической прогрессии, 
если а=— 2, 4=3. 


Задание 10 


Приведенные ниже общие правила разверните в программы — после- 
довательности шагов ‘реигения задач соответствующего вида. 

10.1. Произведение двух степеней < одинаковыми основаниями равно 
степени с тем же основанием и показателем, равным сумме показателей 
этих степеней, | 


2 +9 (п— 1) 
аи Ее 


10:2, 5, — 


10.3. УЕ л8 


10.4. Для того чтобы задать формулой функцию, обратную данной, 
нужно выразить переменную х через и и поменять обозначения: х на 
уинуна х. 


Задание 11 


На основе нижеприведенных определений и теорем постройте про- 
граммы решения соответствующего вида задач, указав название этого 
вида задач. 
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И. Определение: если все члены многочлена записать В стан. 
дартном виде и выполнить приведение подобных членов, то Получится 
многочлен стандартного вида. 

11.2. Теорема: отношение площадей подобных фигур равно квад- 
рату коэффициента подобия. Е 

11.3. Определение: цифра & называется верной, если Модуль 
погрешности данного приближения не превосходит единицы того разря. 
да, в котором записана цифра в. 

11.4. Следствие: логарифмы чисел, отличающихся друг от друга 
только порядком, имеют одну и ту же мантиссу. 


1.4. Нестандартные задачи и их решение 


В определении стандартных задач, которое было дано в преды- 
дущем пункте, в качестве основного признака этих задач указано 
наличие в курсе математики таких общих правил или положений, 
которые однозначно определяют программу решения этих задач 
и выполнение каждого шага этой программы. 

Отсюда понятно, что нестандартные задачи — это такие, для 
которых в курсе математики не имеется общих правил и положе- 
ний, определяющих точную программу их решения. 

Рассмотрим примеры решения таких задач, с тем чтобы вы- 
яснить особенности процесса их решения. 

Задача 25. Расстояние от реки до турбазы туристы рассчи- 
тывали пройти за 6 ч. Однако после 9 ц пути они уменьшили 
скорость на 0,5 км/ч и в’ результате опоздали на турбазу на 
30 мин. С какой скоростью шли туристы первоначально? 

Решение. Эта задача является текстовой. Для подобных 
задач никакого общего правила, определяющего точную програм- 
му их решения, не существует. Однако это не значит, что вообще 
нет каких-то общих указаний для решения таких задач. Подробно 
сущность этих указаний мы рассмотрим в следующей главе. А по- 
ка лишь покажем, как эти указания практически 

Обозначим искомую первоначальную скорость 
х км/ч. Тогда за 6 ч, за которые они рассчитыва 
стояние от реки до турбазы, они прошли 6х км. 
путь они прошли следующим образом: 2 ч они шли с первона- 
чальной скоростью, а затем еще 4,5 ч (ибо они опоздали на 
0,5 чк сроку) — с уменьшенной скоростью (х— 0,5) км/ч. Следо- 
вательно, они прошли 2х км и 4,5 (х—0,5) км а всего 2х-|- 
+ 4,5 (х—0,5) км, что равно расстоянию от реки до турбазы, 
т. е. бх км. Получаем уравнение: 


2х 4,5 (х— 0,5) = 6х. 


используются. 
туристов через 
ли пройти рас- 
Фактически этот 
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Решив это уравнение, найдем: х=4,5. Значит, первоначальная 
скорость туристов равна 4,5 км/ч. 

Проанализируем процесс приведенного решения задачи 95, 
Сначала мы определили вид задачи («текстовая задача»), и, 
исходя из этого, возникла идея решения («составить уравнение»). 
Для этого, пользуясь весьма общими указаниями и образцами 
решения подобных задач, полученных в школьном курсе матема- 
тики («надо обозначить одно из неизвестных буквой, например х, 
и выразить остальные неизвестные через х, затем составить равен- 
ство из полученных выражений»), мы составили уравнение. За- 
метим, что эти указания, которыми мы пользовались, не являются 
правилами, ибо в них ничего не сказано, какое из неизвестных 
обозначить через х, как выразить остальные неизвестные через х, 
как получить нужное равенство и т. д. Все это делается каждый 9 
раз по-своему, исходя из условий задачи и приобретенного опыта ий 
решения подобных задач. в. 3 

Полученное уравнение представляет собой уже стандартную == 
задачу. Решив ее, мы тем самым решили и исходную нестандарт- 22 
ную задачу. 3 

Таким образом, смысл процесса решения данной задачи состо- 
ит в том, что с помощью особого приема (составления уравнения) 
мы свели ее решение к решению эквивалентной стандартной 
задачи. 

Задача 26. При каких значениях переменной у сумма 


3 
Решение. Находим сумму заданных дробей: 


меньшили дробей Е и =. равна их произведению? 


у 6 бу 


Сравниваем полученные две дроби. Обнаруживаем, что знамена- 
тели у них одинаковые, значит, их значения будут равны при тех 
значениях переменной у, при которых равны значения числите- 
лей, а значение общего знаменателя не равно нулю. 
Следовательно, нам нужно решить уравнение 


у-9у— 18 =6у (1) 


при условии 
у?—9520. 


ЯЕ-мМ--3Е Уравнение {1) имеет два корня Зи 6 
а из которых лишь второй Удовлетворяет ус. 
< 


ловию {2). Значит, получаем такой ответ: 


р те 


Как видим, процесс решения Этой за. 
А м В дачи состоит в следующем: данную задачу 
Рис. 13 разбиваем на такие подзадачи: 

1) нахождение суммы двух дробей; 

2) нахождение произведения двух дробей; 

3) решение квадратного уравнения; 

4) проверка выполнения условия неравенства нулю выраже. 
ния с переменной при некоторых значениях переменной, 

Решив эти четыре стандартные задачи, мы в конечном итоге 
решаем и исходную нестандартную задачу 


Задача 27. Определить площадь равнобедренной трапеции, 


У которой основания равны 12 см и 20 см, а диагонали взанмно 
перпендикулярны. 


Решение. Построим схематическую запись задачи (рис. 13) 


Дано: 1) АВ|СЬ; 2) ар= вс; 
3) АС ВБ; 4) АВ=20 <м; 
5) СР=12 см. 


Найти: $. 


Площадь трапеции вычисляется по формуле 


Зее. д, 


геаи 6 — основания трапеции, а й — ее высота. 


Основания трапеции в задаче заданы; сл 
сводится к нахождению высоты трапеции. 


Проведем высоту трапеции. В данном сл 


лать так: проводим через точку О пересечения диагоналей трапе- 
ции ММ АВ. Тогда ММ и есть искомая высота В. 


Так как трапеция равнобедренная, то ММ есть ось симметрии 
трапеции, и поэтому точки М и М — середины соответствующих 
оснований трапеции. Зная основания трапеции, находим, что 


АМ=10 см, БМ=6 см. Получаем также, что ДХАОМ— 
= ВОМ=45°. 


едовательно, задача 


Учае это удобно сде- 


Рассматривая треугольники- АМО и РОМ, пол 
прямоугольные и равнобедренные. Тогда ОМ=АМ 
=ОМ=6 см. Следовательно, 
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Учаем, что они 
= 10 см, ОМ= 


в=ММ=МО-- ОМ=10-6=16 см. 


Теперь по указанной выше формуле можно вычислить и 
площадь транеции, найдем 5.,=256 см”. 

Процесс решения этой задачи состоит из следующих этапов: 

1) задачу вычисления площади трапеции свели к задаче на- 
хождения высоты трапеции; 

2) задачу нахождения высоты трапеции разбили на две подза- 
дачи: а) нахождение длины отрезка МО высоты ММ; 6} нахож- 
дение длины отрезка ОМ той же высоты; 

3) задачи 2 (а, б) свели к двум задачам: а) распознавание 
вида прямой ММ по отношению к заданной трапеции; 6) опреде- 
ление сторон МО и ОМ треугольников АОМ и РОМ; 

4) в результате решения задачи 3 (а) установили, что ММ есть 
ось симметрии трапеции. Это позволило найти АМ и РМ, а также 
углы АОМ и БОМ; 

5) результаты решения задачи 4 и условие перпендикулярности 
диагоналей трапеции позволили установить, что треугольни- 
ки АОМ и РОМ прямоугольные и равнобедренные; 

6) следовательно, задача 3 (6) свелась к такой: найти катет 
прямоугольного равнобедренного треугольника, если известен 


другой катет. 
Решив задачу 6, возвратились к задаче 2, а затем к исходной 


задаче. 

Приведенные примеры показывают, что процесс решения лю- 
бой нестандартной задачи состоит в последовательном примене- 
нии двух основных операций: 

1) сведение (путем преобразования или переформулирования) 
нестандартной задачи к другой, ей эквивалентной, но уже стан- 
дартной задаче; 

2) разбиение нестандартной задачи на не 
подзадач. 

В зависимости от характер 
пользуем либо одну из этих оп 
более сложных задач эти опе 


многократно. 
В математике нет каких-либо общих правил по применению 


указанных двух операций для решения нестандартных задач. Ма- 
тематика не занимается разработкой таких правил, но в школьном 
курсе математики на очень многих примерах вы могли наблюдать 
использование этих операций. 

Хотя, как мы сказали, общих правил для решения нестандарт- 
ных задач нет (поэтому-те эти задачи и называются нестандарт- 
ными) и нет каких-то точных правил использования операции по 
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сколько стандартных 


а нестандартной задачи мы ис- 
ераций, либо обе. При решении 
рации приходится использовать 


сведению решения нестандартных задач к решению стан 
однако многие выдающиеся математики и педагоги на 
общих указаний-рекомендаций, которыми следует рук 
ваться при решении нестандартных задач. Эти указани 


называют эвристическими правилами или, 
МИ 1. 


дартных, 
Шли Ряд 
ОВодСтво. 
Я обычно 
короче, эвристика. 


В отличие от математических правил эвристики носят характер 
не обязательных рекомендаций, советов, следование которым мо. 
жет привести (а может и не привести) к решению задачи. 

Некоторые наиболее общие и часто используемые эвристичес- 
кие правила мы подробно рассмотрим в следующей главе, а более 
частные эвристики обсудим во второй части книги. 


Задание 12 


Решите приведенные ниже задачи, проанализируйте эти решения 
и укажите, к каким стандартным задачам сводится или на какие стандарт- 
ные задачи разбивается каждая из этих нестандартных задач. 

12.1. Разложить на множители многочлен оЗ-- 25-2541. 

12.2. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна [3 м. Если ка- 


ждый катет увеличить на 3 м, то гипотенуза увеличится на 4 м. Найти 
катеты этого треугольника. 


12.3. Построить треугольник по основанию, ме 


диане и высоте, прове- 
денным к этому основанию. 


Глава Ш 


ПОИСК ПЛАНА РЕШЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 


Вам предлагают решить какую-либо задачу или вы вдруг сами 
захотели это сделать. Разве вы знаете, какая она: стандартная или 
нестандартная? На основе каких общих правил и положений она 
может быть решена? С помощью каких приемов и операций она мо- 
жет быть сведена к хорошо знакомым задачам? Все это вы долж- 
ны сами установить. Иными словами, чтобы решить задачу, надо 
найти план решения. 

Поиск плана решения составляет центральну 
процесса решения. Найдя план, его осуществление 
ляет особого труда, оно требует лишь технических 
нения тех действий и операций, которые изучаютс 


ю часть всего 
уже не состав- 
умений выпол- 
я в курсе мате- 


1 Слово «эвристика» греческого происхождения н означает «искусство нахож- 
дения истины» 


52 


матики. Конечно, предполагается, что такими техническими уме- | 
ниями вы обладаете. | 

Однако начинать процесс решения задачи надо не непосред- | 
ственно с поиска плана решения, а как было установлено в первой 
главе, начинать надо с глубокого И всестороннего анализа задачи { 
И построения ее схематической записи, если это нужно. Но анализ 
задачи, построение ее схематической записи являются не само- ] 
целью, а лишь средством для поиска плана решения. Анализ 
задачи и построение схематической записи должны проводиться | 
направленно. Их цель — поиск плана решения задачи. 

При этом не нужно представлять себе, что план решения — это | 
обязательно точный и полный перечень всех действий и операций, 
которые надо выполнить, чтобы решить данную задачу. Большей 
частью план — это лишь идея решения, его замысел, а точ- . 
ный и полный перечень действий возникает постепенно, уже в про- 
цессе осуществления найденной идеи, замысла решения. Может 
случиться, что найденная идея решения неточна, а иногда и про- 
сто неверна. Тогда приходится снова возвращаться к анализу 
задачи, искать другую идею решения или уточнять найденную 
прежде. 


Как же искать план решения задачи? 


дать нельзя, ибо поиск плана решения задач является очень 
трудным и не поддающимся точному определению процессом. 
Однако, как мы уже говорили, можно дать ряд рекомендаций, 
советов для того, чтобы научиться производить поиск решения 
задач. Рассмотрению этих рекомендаций и посвящена данная 
глава. 

При этом мы очень настоятельно советуем вам понять, что пои- 
ску решения задач нельзя научить, а можно лишь самому нау- 
р и читься. И цель нашей книги не в том, чтобы вас научить, а в том, 
утная И чтобы помочь вам самим научиться решать задачи (особенно 


| 
| 
! 
Односложного и вполне определенного ответа на этот вопрос | 
. 
{ 


а 

‹ений - поиску планов решения), привить математическую культуру. 
и она г: 

вы ри 1.1. Распознавание вида задачи 

Чу» - > 
в г Когда приступаем к решению какой-либо задачи, то первое, что 
8 всего хочется, естественно, узнать, — это: что это за задача? Какого она 
ст си" вида, типа? Иными словами, нужно распознать вид данной 


: по" задачи. 
Ре Если мы сумеем это сделать, установим, к какому виду задач 
она принадлежит, то тем самым сделаем первый, очень важный . 
шаг в поисках плана ее решения. Ведь, зная вид задачи, в боль- 
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взинстве случаев получаем и способ ее решения, ибо в к 
математики для многих видов задач имеются общие правила & 
решения. 


Как же распознать вид задачи? 


Для этого, очевидно, нужно знать основные виды математичес. 
ких задач и их признаки. 

Первым признаком, по которому все математические задачи 
делятся на отдельные виды или классы, является характер требо- 
вания задачи. По этому признаку все задачи делятся на три 
основных класса. 


1-й класс. Задачи на нахождение искомого. В задачах этого 
класса требование состоит в-том, чтобы найти, разыскать, распо- 
знать какое-то искомое. При этом искомым могут быть величина, 
отношения, какой-либо объект, предмет, его положение или фор- 
ма ит. д. 

Очевидными примерами задач этого класса являются задачи 
на вычисление различных выражений, значений функций, задачи 
на установление характера функции и т. д. 

К ним же относятся геометрические вычислительные задачи, 
где нужно найти длину отрезка, величину угла, площадь фигуры, 
объем тела и т. п. 

Многочисленные задачи на решение различных уравнений, 
систем уравнений, неравенств и их систем также принадлежат к 
этому классу задач, ибо в каждой из них нужно найти значения не- 
которых переменных, удовлетворяющих определенным условиям 

Задачи, в которых нужно установить вид заданных выраже- 
ний, чисел, форму заданной геометрической фигуры или тела, — 
это опять-таки задачи рассматриваемого класса. 

Как видим, этот класс задач чрезвычайно многочисленный и 
разнообразный. Поэтому, естественно, для решения задач этого 
класса нет какого-либо общего метода. Но все же знание, что 
данная задача принадлежит к рассматриваемому классу, сужает 
область поисков плана решения и служит ориентиром в этих 
поисках. Можно даже высказать такую весьма общую рекоменда- 
цию: если вы установили, что данная задача есть задача нахожде- 
ния искомого, и вы не смогли найти более простого решения, то 
сведение данной задачи к какому-либо известному виду уравне- 
ний, неравенств или систем всегда приведет к решению этой 
задачи. 

2-й класс. Задачи на доказательство или объяснение. В зада- 
чах этого класса требование состоит в том, чтобы убедиться в 
справедливости некоторого утверждения, или проверить верность 
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или ложность этого утверждения, или, наконец, объяснить, почему 
имеет место то или иное явление, тот или ИНОЙ факт 

Все задачи, требование которых начинается со слов «доказать» 

о. , 


«проверить» или содержащие вопрос «Почему?», обычно отно- 
сятся к этому классу задач. 


3-й класс. Задачи на преобразование или построение. К, это- 
му классу относятся задачи, в которых требуется преобразовать 
какое-либо выражение, упростить его, представить в другом 
виде, построить что-либо (например, геометрическую фигуру или 
выражение), удовлетворяющее указанным условиям. 

Класс этих задач также весьма многочисленный и разнообраз- 
ный. Характерной особенностью задач этого класса является то, 
что в каждой из них заданы какие-то объекты (элементы, выраже- 
ния), из которых требуется создать, построить, сконструировать 
другой какой-то объект с заранее известными свойствами. 

Например, задано выражение и из него нужно получить (по- 
строить) другое выражение, обладающее какими-то особенностя- 
ми (скажем, тождественно равное данному, но записанное в стан- 
дартном виде ит. д.). Или заданы элементы геометрических фигур 
и из них (с помощью определенных инструментов) нужно постро- 
ить сами эти фигуры и пр. 

Каждый из указанных трех классов задач в свою очередь 
делится на ряд видов, с некоторыми из которых мы познакомимся 
во второй части книги. 

Для того чтобы установить вид задачи, особое внимание 
следует уделить анализу требования (вопроса) задачи. Иногда 
в самом требовании указан вид задачи, например: «Решите квад- 
ратное уравнение 3х? —4х- 1 ==0». Но большей частью вид зада- 
чи в требовании прямо не указан и лишь анализ этого требования 
может помочь определить вид задачи. 

Так, в задаче: «Найти точки пересечения графика функции у= 
= 3х? —4х-- | с осью абсцисс» — требование не содержит прямо- 
го. указания на вид этой задачи. Но если мы внимательно проана- 
лизируем это требование (найти точки пересечения графика функ- 
ции, т. е кривой, с осью абсцисс, т. е. с прямой, заданной 
уравнением у=0), то легко поймем, что имеем дело с тои же 
задачей решения квадратного уравнения. 

Конечно, в ряде случаев распознавание вида задачи представ- 
ляет собой довольно сложное дело. Приведем пример. 

Задача 28. Сколько центров гомотетни имеют два равных 
круга? 

На первый взгляд кажется, что эта задача какого-то вида на 
нахождение искомого. К такому выводу нас наталкивает вопрос: 
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«Сколько?» Значит, надо что-то найти. Но не следует спешить, Ву. 
маемся в требование задачи. Нужно найти число центров гомоте. 
тии двух равных кругов. Следовательно, эти два равных круга да. 
ны и их надо рассматривать как гомотетичные фигуры, а требуется 
найти центры гомотетии, только тогда мы сможем пересчитать их 
и установить, сколько их. А что значит найти центры гомотетии» 
Это значит по данным гомотетичным фигурам построить их центр 
гомотетии. Значит, данная задача фактически является задачей 
на построение, притом весьма своеобразной, ибо по заданным 
геометрическим фигурам, которые гомотетичны, необходимо по. 
строить (восстановить) их центр гомотетии. Подсчет же чи. 
сла этих центров (после их построения) уже задачи не пред- 
ставляет. 

Итак, анализ требования задачи для распознавания ее ви- 
да связан с переформулированием этого требования, с заменой 


его другим, знакомым, но, конечно, эквивалентным первона- 
чальному. ы 


Что дает нам распознавание вида задачи? 


Очень многое. Ведь для большинства видов в школьном курсе 
математики вы изучали методы решения этих задач, и, следова- 
тельно, установив принадлежность данной задачи к определенно- 
му виду, тем самым получаем готовый план ее решения: приме- 
нить известный метод решения подобных задач. 

Конечно, вам встретятся задачи, определить вид которых вы не 
сумеете или это будет такой вид, для которого вам неизвестен 
общий метод решения. Что ж, тогда надо будет использовать 
другие приемы (например, разбиение на подзадачи известного 
вида и др.) 


Задание 13 


Определите вид каждой из следующих задач. 

13.1. Показать, что результат двух последовательных поворотов, име- 
ющих общий центр, есть поворот. : 

13.2. Разделить число 7812 на шесть частей так, чтобы отношение 


1 
каждой части к последующей было равно 


13.3. Найти значения аргумента @, при которых равенство 


11-005 ® _ Я 
1 —с05 & 1-с0$ @& 


является тождеством. 


11.2. Поиск плана решения задачи 
путем сведения к ранее решенным задачам 


Известный советский математик, профессор Московского уни- 
верситета Софья Александровна Яновская (1896—1966) однажды 
выступила перед участниками математических олимпиад с лекни- 
ей «Что значит решить задачу?». Ее ответ оказался поразительно 
простым, но несколько неожиданным для слушателей: «Решить 
задачу — значит свести ее к уже решенным». 

Для вас этот ответ С. А. Яновской не должен быть неожидан- 


ным, Ведь в предыдущей главе мы уже говорили, что решение 
нестандартных задач, а именно их, конечно, имела в виду 
С. А. Яновская, состоит в сведении их путем преобразования или 
переформулирования к стандартным задачам или же в разбиении 
их на стандартные подзадачи, что также означает сведение 


к стандартным задачам. А что значит свести решение нестандарт- 
ной задачи к решению стандартных задач? Это и означает, что мы 
сводим решение данной (незнакомой) задачи к ранее решенным 
задачам, ибо стандартные задачи можно рассматривать как та- 
кие, которые вы уже умеете решать и не однажды решали. 


Когда мы приступаем к решению какой-либо задачи и в ре- 
зультате ее анализа не сумеем распознать в ней знакомый вид, 
иными словами, обнаружим, что данная задача принадлежит 
к незнакомому нам виду, для которого нам неизвестен общий 
метод решения, то что нам остается делать? Только попытаться 
свести к знакомым, ранее решенным задачам (с помощью пре- 
образования, переформулирования и др.). Это-то и рекомендова- 
ла делать С. А. Яновская. 

Конечно, совет С. А. Яновской абсолютно верный и простой, но 
практически воспользоваться им не так-то просто. Ведь, как вы 
уже знаете, нет определенных правил для такого сведения незнако- 
мых задач к знакомым, уже решенным. Однако, если внимательно, 
вдумчиво анализировать задачу, вдумчиво решать каждую зада- 


ме чу, фиксируя в своей памяти все приемы, с помощью которых 
0: были найдены решения, какими методами были решены задачи, то 
шение постепенно у вас выработается умение в таком сведении. 
о Покажем на нескольких примерах, как такое сведение про- 


изводится. 
_ Пах-ву=7Т, 
Задача 29. Решить систему уравнений: т хо 
у 
Решение. В самой задаче указан ее вид (решение системы 
Уравнений), но от этого, как говорится, нам не легче, ибо это 
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такой тип систем уравнений, метода решений которых мы пока 
знаем. 

Поэтому начнем более внимательно анализировать зада 
В левую часть первого уравнения входят квадраты логарифии, 
Хх и у, в левую же часть второго уравнения входит Логари 
частного этих переменных. А ведь было бы, должно быть, лучш 
если бы в левую часть второго уравнения входили те же логарив. 
мы, что и в первом уравнении. Сделать это нетрудно, для Этот 
воспользуемся теоремой о логарифме частного, тогда второе урав. 
нение примет такой вид (при этом учитываем на основе первого 
уравнения, что х>0 иу>>0): ех—1еу=2. 

Наличие в обоих уравнениях одних и тех же логарифмов, 


естественно, приводит к мысли произвести замену переменных, | 
а именно обозначить 


1ах=и, (1) 


1ву=о. (2) 
Тогда данная система сведется к хорошо знакомой системе: 


| ЕЕ 92— та 


#—9=2. 


Решив эту систему и найдя значения и и о, из простейших 
логарифмических уравнений (Пи (2) найдем хи у. 

Как видим, здесь для сведения незнакомой задачи к знакомым 
использован прием замены переменных, который очень часто 


с успехом может использоваться при решении разнообразных 
задач. : 


2 
Задача 30. Доказать, что + 
х—у 
>у>0. 
Решение. Надо доказать не 


ные х и у, входящие в неравенств: 
шениями: 


>22, если ху=Тих> 


равенство, но при этом перемен- 
о, связаны следующими соотно- 


ху=1, (1) 
т. е. их произведение всегда равно |, и 
х>у>0, (2) 
т. е. оба они принимают лишь положит 
х всегда больше у. 


Вспоминаем, не решали ли мы раньше подобные задачи. 
Неравенства доказывали, но такое (с такими условиями) не 
встречалось. 
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ельные значения, при этом 


‚ к знакомых 
очень част 


знообразны" 


Рассмотрим сначала, что следует из заданных соотношений 
между х иу. Из (2) следует, что х—у>0, значит, знаменатель 
дроби, стоящий в левой части неравенства, положительный. Из 
(1) следует, что если значение одного из переменных больше 1, то 
значение другого меньше |, а так как х >> у, то всегда х> 1, ау< 
< 1, но у> 0. 

Что это дает? Пока неясно. 

Попробуем тогда преобразовать само неравенство. Можно 
идти при этом двумя путями: 1) преобразовывать его к неравен- 
ству с одной переменной или 2) преобразовывать его к неравенст- 
ву, в правой части которого стоит нуль. 

Рассмотрим оба пути. 

1. К неравенству с одной переменной мы можем прийти, заме- 
нив И через х из соотношения (1) или сделав замену переменных, 
обозначив х —у=Ё. 

Первый способ не очень удачен, ибо при такой замене появля- 
ются высокие степени х (четвертые). Поэтому попытаемся пре- 
образовать вторым способом. 


Итак, пусть 
Х—У=Ь (3) 
где #>0. Тогда х?-у?= (х—у)?--2ху, учитывая (1) и (3), 
получаем 
у 2. 
Заданное неравенство преобразуется в следующее: 


2 
>28. 


Перенеся все члены влево, получим: 
С г. 
“+2—2`\21 
Е УТ 


й к 
Так как #0, то достаточно доказать, что 
2—2 9 #0. 
Но легко видно, что левую часть можно представить в виде 
(1—1\/2) А неравенство (1—\/2) 20 верно при всех & 


Так как при всех преобразованиях исходное неравенство пе- 
реходило в равносильное ему, то тем самым верно и исходное 


неравенство. 
2. Второй путь состоит в том, чтобы заменить данное неравен- 


ство таким, у которого правая часть ‘есть нуль. Заметим, что 
в ходе решения первым путем мы были вынуждены в конце реше- 
ния использовать этот же прием. 
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Этот прием, т. е. преобразование неравенства к виду, от 
одна из частей неравенства равна нулю, является весьма ы 
лезным, ибо доказать (и решить) такое неравенство всегда о 
чем неравенство, в правой части которого стоит, например, 2 
Ведь когда в правой части неравенства стоит нуль, то это Наци 
что нужно доказать, что левая часть положительна или отрица, 
тельна, илн, как в данном случае, неотрицательна. Сделать это 
всегда проще. 

Поэтому перенесем все члены нашего неравенства в 
часть и, сделав необходимые преобразования, получим: 


ху? —2 2 (9) > 


х—у 


левую 


0. 


Чтобы убедиться в справедливости этого неравенства, доста. 
точно доказать, что числитель левой части неотрицателен, ибо, 
как мы знаем, знаменатель положителен. 

Итак, нужно доказать: ху? 2 (х—9)>0. 

Как это можно сделать? Самое простое — убедиться, что ле- 
вая часть есть квадрат некоторого выражения. Для этого будем 
рассматривать 2/2 (х—и) как удвоенное произведение (х—у) 
на число \/2. Тогда, для того чтобы получить квадрат двучлена, 
нужно еще иметь квадрат (х—у) и квадрат числа \/2. Квадрат 


(х—и9) можно получить из ЧИ если к нему присоединить 


—2ху; чтобы выражение не изменилось, прибавим столько же, 
получим 


НУ 2-2 (фу) 0. 


Теперь первые три члена 


[3 я 
левой части можно заменить (х—и)*, 
а 2ху заменить числом 9 


В силу соотношения (1). Получаем: 


9—0) 2 ии ыо 


((х—9) —\2)*>0. 
Получили очевидное неравенство, и, следовательно, задача 
решена. 
Обсудим проведенное решение. 


Задача была незнакомого вида. Но ее анализ натолкнул нас на 


анного неравенства та- 
К мы Убедились, оба эти 


ким, в котором правая часть есть нуль. Ка 
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о 
Г 


Если последнее неравенство обобщить таким образом: 


#2 а, 


то его полезно запомнить. 


Задача 31. В произвольном выпуклом пятиугольнике вер- 
шины и стороны пронумерованы в порядке обхода по часовой 
стрелке. Середины первой и третьей сторон, а также второй и чет- 
вертой соединены отрезками. Затем середины этих двух отрезков 
соединены также отрезком. Найти длину последнего отрезка, если 


длина пятой стороны равна а. 


Решение. Построим схематическую запись задачи, ибо без 


>2\2, или НЕ? 


нее разобраться в задаче очень трудно (рис. 14). 


Дано: А.В, =В1А»; 


АзВ» = ВзАз; 
АзВз= ВзА4; 
АзВа= В4А5; 
ВМ =МВз; 
ВМ = МВа; 
А:Аз=а. 
Найти: ММ. 


Прочтя задачу, построив ее схематическую запись, видим, что 
задача явно незнакомого вида. К каким знакомым задачам можно 


ее свести? 


Читая еще раз условие, обращаем внимание на то, что 
в ней речь идет о серединах сторон. Где мы раньше встре- 


чались с серединами сторон? 
В задачах на среднюю линию 
треугольника, среднюю линию 
трапеции. Возможно, что вы 
решали и задачу, где речь идет 
о фигуре, полученной путем по- 
следовательного соединения се- 
редин сторон произвольного 
четырехугольника. А нам дан 
произвольный пятиугольник. Как 
быть? 


пути эффективны, и полезно «положить в копилку памяти» эти две 
идеи — способы преобразований неравенств. 
Кроме того, в ходе решения мы доказали еще и такое неравен- 


ство: 


Естественно возникает идея отсечь от пятиугольника четыре, 
угольник. Только надо удачно это сделать. Рассматривая := Е 
нок 14, замечаем, что удобнее для этого соединить вернины д 
и Аа. В полученном четырехугольнике А, А›АзА, середины первых 
трех сторон отмечены точками Вт, Во и Ву. Отметим середин 
и четвертой стороны АА. точку С. Если последовательно сое. 
динить эти середины сторон четырехугольника А.А»›АзА‹ (точ. 
ки Ви, В», Взи С), то получится параллелограмм_ В!В.ВзС. 

Если вы раньше эту задачу (о последовательном соединении 
середин сторон произвольного четырехугольника) не решали, то 
легко сейчас доказать, что полученная фигура есть параллело- 
грамм. Для этого проведем (мысленно) диагональ А›А4, она раз- 
бивает четырехугольник на два треугольника. В›Вз есть средняя 
линия ДА>АзА4, и поэтому она параллельна диагонали А»А, 
и равна ее половине. Точно так же В1С есть средняя линия 
АА! А.Д., и поэтому В'С параллельна той же диагонали и равна 
ее половине. Следовательно, противоположные стороны В»Вз 
и В!С рассматриваемого четырехугольника параллельны и равны 
Поэтому четырехугольник В! ВэВзС есть параллелограмм. 

В этом параллелограмме В! Вз и ВэС являются диагоналями, 
а они в точке пересечения делятся пополам. Отсюда следует, что 
точка М (середина диагонали В1Вз) должна совпадать с точкой 
пересечения диагоналей параллелограмма, а поэтому М есть 
и середина диагонали В›С. А точка М есть середина ВьВ‹. Тогда 
если мы соединим точку С с Ва, то ММ будет средней линией 
в АСВ>Ва. Отсюда следует, что 


ММСВ+ и ММ=Т СВь. (1) 


Но СВа есть средняя линия ДА, А. Аь, поэтому 


СВИА А: и СВУ Ата, (2) 


Сравнивая (1) и (2), найдем, что ММ. а. 


Задача решена. Больше того, 
ММ] А.А», т. е. искомый отрезок парал 
гольника. 

Итак, на приведенных примерах мы видели, что 
ния незнакомых задач к знакомым (ранее решенны 
ся с помощью каких-либо преобразований, переф 
задачи или разбиения ее на подзадачи. `` 

Существует много разных приемов преобразования (например, 


мы еще установили, что 
лелен пятой стороне пятиу- 


процесс сведе- 


м) производит- 
ормулирований 
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замена переменных, перенос всех членов в одну сторону и др.) 
переформулирования (например, составл т 


ы тение уравнения или сис- 
темы и др.) и разоиения на подзадачи. С некоторыми из этих прие- 


мов вы уже познакомились, с другими вы познакомитесь несколько 
позже. Перечислить все их вряд ли возможно, да в этом нет не- 
обходимости. Ведь их надо не просто запомнить, а ими надо овла- 
деть! Поэтому, используя эти приемы, встречаясь © ними при 
чтении книги, надо каждый раз откладывать в своей памяти эти 
приемы, и тогда постепенно вы ими овладеете. Конечно, вам может 
встретиться задача, для решения которой ни один из известных 
вам приемов не окажется пригодным. Что ж, вам придется изо- 
бретать (конструировать) новый прием. В этом и состоит искус- 
ство решения задач. Этому искусству можно и нужно учиться. 


Задание 14 


Решите следующие задачи, используя те приемы, которые были 
применены при решении задач данного пункта. 


х а 
14.1. Решить систему уравнений [Я 


Хх? ах—2 
14.2. При каких значениях а неравенство —___<2 удовлетво- 
х—х-+1 
ряется при всех значениях х? 
14.3. Построить прямоугольный треугольник по данной гипотенузе 


си высоте й (#<>), опущенной на гипотенузу. 


14.4. Доказать, что +2 а, если #>0 иа>0. 


11.3. Как поймать мышь в куче камней? 


Когда встречаешься с незнакомой и хитроумной задачей, то все 
известные рекомендации и советы почему-то не помогают. И снова 
возникает вопрос: как же все-таки искать решение задачи? 

Один из первых организаторов математических олимпиад в на- 
шей стране, известный математик, профессор Владимир Абрамо- 
вич Тартаковский, отвечая на этот вечный вопрос, сравнивал 
поиск решения с задачей поймать мышь, прячущуюся в куче 
камней. 

— Есть два способа поймать мышь в куче камней, — расска- 
зывал он. 

Можно постепенно отбрасывать из этой кучи камень за кам- 
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Ё 


вите ее... 


Но можно и иначе. Надо ходить и ходить вокруг кучи и зо 
смотреть, не покажется ли где-либо хвостик мыши. Как тол 
заметите хвостик — хватайте и вытягивайте мышь из кучи... 


нем до тех пор, пока не покажется мышь. Тогда бросайтесь и г 


рко 
Ко 


Действительно, довольно часто поиск решения задачи напомн. 
нает эту операцию по поимке мыши в куче камней. 


Приведем примеры. 


Задача 32. Из двух пунктов А и В, расстояние между кото. 
рыми 105 км, выехали одновременно навстречу друг другу два 
велосипедиста и, встретившись через 1 ч 45 мин после начала 
движения, без остановки продолжали путь — каждый в’ своем 


направлении. 


Через 3 мин после их встречи первый велосипедист, ехавший 
со скоростью 40 км/ч, повстречал третьего велосипедиста, ехав- 


шего ему навстречу по той же дороге. Третий велосипедист после 


встречи с первым велосипедистом без остановки продолжал ехать 


в прежнем направлении и догнал второго велосипедиста в пункте 
С, в котором встретились бы первый и второй велосипедисты, если 
бы скорость первого была бы на 20 км/ч меньше, а второго — на 
2 км/ч больше первоначальной. С какой скоростью ехал третий 


велосипедист? 


Решение. Некоторые учащиеся, прочтя эту задачу, пыта- 


лись сразу составить уравнение, обозначив искомое буквой. Ни 
к чему хорошему это не приводило. 
Данная задача подобна большой куче камней, и прежде чем 


составлять уравнение, надо внимательно осмотреть эту кучу и от- 


бросить по возможности все камни. 


Прочтя еше раз задачу, замечаем, что в описываемом явлении 
можно выделить ряд отдельных эпизодов. 
Первый эпизод состоит в том, что из двух пунктов Аи, рас- 


стояние между которыми 105 км, выехали навстречу друг другу 


одновременно два 


велосипедиста 


и, 


встретившись 


через 


1 ч 45 мин после начала движения, без остановки продолжали 


свой путь — каждый в своем направлении. 


Этот эпизод изобразим схематически на рисунке 15. 
Точка М на этой схеме обозначает место встречи велосипеди- 


14ч45мин 


стов. Если бы нам была известна скорость этих велосипедистов, то 
мы. бы смогли определить положение точки М, узнав расстояния 
АМ и ВМ. 

Прочтя дальше задачу, находим в ней данное, что скорость 
первого велосипедиста равна 40 км/ч. Тогда можно найти путь 


АМ, пройденный им за 1 ч45 мин. Он равен 40. 141 =70 км. Этим 


самым мы уже отбросили один из камней данной кучи. 

Теперь становится возможным отбросить еще один камень: 
найти скорость второго велосипедиста. Зная, что весь путь АВ ра- 
вен 105 км и что первый велосипедист до встречи в пункте М про- 
ехал 70 км, узнаем, что второй велосипедист до встречи проехал 
105 —70—=35 км. А этот путь ВМ он проехал за [ч 45 мин, следо- 


Е 
вательно, его скорость равна 35: 11=20 км/ч. 


Итак, мы уже знаем скорости обоих велосипедистов и пути, 
которые они проехали до встречи в пункте М. 

Выделим теперь второй эпизод. Он состоит в том, что первый 
велосипедист через 3 мин после встречи со вторым в пункте 
М встретил третьего велосипедиста, ехавшего ему навстречу по 
той же дороге. Схема этого эпизода изображена на рисунке 16. 

На этой схеме точка ДР обозначает пункт, где встретились 


1 
первый и третий велосипедисты. Так как время (3 МИН = 557 ч) 


и скорость (40 км/ч) движения первого велосипедиста от М до 
р. нам известны, то можно найти расстояние МО. Оно равно 


1 
40.5=2 км. 


Переходим к следующему эпизоду. Третий велосипедист после 
встречи с первым (в пункте р) продолжал ехать в прежнем 
направлении и догнал второго в пункте С (рис. 17). 

Про этот эпизод пока нам известно чересчур мало, чтобы 
можно было отбросить камни, его образующие. Тогда читаем 
задачу дальше. 


В ней сказано, что п 
встретились бы первый и второй велосипедист 


ункт С — это такой пункт, в котором 
ы, если бы скорость 
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Рис. 17 


первого была бы на 20 км/ч м 
2 км/ч больше первоначальной. 
Так как первоначальные ско 


еньше, а скорость второго — на 


расстоянии 20-2,5—50 км 
70 —50=20. км от первого 


Оглянемся и посмотрим, какая куча камней У нас остадась. 
Получаем такую задачу: «Из пункта М выехал второй велосипе- 
дист со скоростью 20 км/ч, а через 3 мин после его выезда из 
пункта Р, отстоящего от М на расстоянии 2 км, выехал вдогонку 
третий велосипедист, который догнал второго в пункте С, отстоя- 
щем от М на расстоянии 20. км. С какой скоростью ехал третий 
велосипедист?» 

Схематическая запись этой задачи изображена на рисунке 18. 

Получили совсем небольшую кучу камней, сквозь которую уже 
проглядывает мышь, — решение задачи. Действительно, за 3 мин 


второй велосипедист проехал путь МК, равный 20 
следовательно, ему осталось ехать до пункта С 20 


Ка 
ВЫ # 


—1=19 км, 
19 я 
которые он проедет за 19: 20=-- ч. За это время третий велоси- 


педист должен проехать путь РС, равный 20-52=20 км, значит, 


19 3 
ь рав 93° 
его скорость равна 22 50 =23 = км/ч. 


1 Как видите, задача полность 
и никакого уравнения составля 
надобилось. 

Задача 33. В параллелепипеде дли- 
ны трех ребер, выходящих из общей вер- 
шины, а, 6 и с, ребра а и 6 взаимно перпен- 
дикулярны, а ребро с образует с каждым 
из них угол а. Определить объен парал- 
Рис, 19 лелепипеда. 


ю решена 
ть не по- 


Решение. Построим схематическую запись задачи ( 


Дано: АВСРА, В, С.Б: — Параллелепипед; АВ—а: ЕВ 
Ад, =с; АВ 1 АБ: м 
2. ААВ = АААр=а. 

Найти У 


Как мы знаем, объем параллелепиг 


рис. 19). 


теда вычисляется по формуле 
У=$.4, (1) 


где 5$ — площадь основания параллелепипеда, а # — его высота. 
Приняв за основание грань АВСР, в которой ребра АВ и АБ 
взаимно перпендикулярны, мы легко находим площадь основания: 


5$=АВ.АБ==аф. 


Осталось найти высоту й параллелепипеда. Проведем ее. Вы- 
соту параллелепипеда можно провести разным образом, но, конеч- 
но, ее нужно провести так, чтобы можно было ее связать с извест- 
ными элементами параллелепипеда. Поэтому удобнее провести 
высоту из вершины А!. Пусть А.О 1 (АВСЬ). Тогда АО=. 

Как же найти й? Что мы имеем? Искомый отрезок А!О и извест- 
ные отрезки АВ, А) и АА,. Они как-то связаны, но как? Пока 
сплошная куча камней и ничего не видно. Походим вокруг нее 
и посмотрим, нельзя ли ее разбросать. 

В первую очередь, должно быть, нужно установить положение 
точки О — основания высоты. Где она может находиться? Может 
ли она находиться на ребре АВ или ребре АБ? Очевидно, нет, ибо 
ребро. АА, одинаково ‘наклонено к этим ребрам. Если считать этот 
угол острым,.как это показано на рисунке 19, то точка О должна 
находиться где-то внутри прямоугольника АВСО. 

Чтобы связать искомую высоту с данными отрезками и опреде- 
лить положение точки О, опустим из нее перпендикуляры на 
ребра АВ и АР. Пусть ОМ АВ и ОМ- АР. Тогда получается 
четырехугольник АМОМ, в котором три угла при верши- 
нах Д, М, М прямые, следовательно, он является прямоуголь- 
ником. Можно считать, что один камень мы уже отбросили. 

Оглядываясь на задачу, замечаем, что до сих пор не использо- 
вали данное о величине углов ААВ и А, АД. Чтобы связать их 
с искомой высотой, соединим`точки М и М с вершиной Аз, тем 
самым получаем треугольники АМА, и АМАт, в которые входят 


эти углы. 


Что это за треугольники? 
ОМ и ОМ можно рассматривать как проекции соответственно 


А, Ми А,М на плоскость основания. Эти проекции по построению 
перпендикулярны соответственно к прямым АВ и АР. Тогда по 
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теореме о трех перпендикулярах сами наклонные также перпен 
кулярны к этим прямым, т. е. ди. 


А-МТАВ и А. М1 Ар. 


прямоугольные 
уза АА, =си остр 


Во-вторых, можно на йти 


АМ=АА, с0$ &«=с с0$ @. 


Теперь, вспоминая, что четы 
му есть прямоугольник, и сопо 
что он является ква 
камень — найти диаг 


рехугольник АМОМ по доказанно- 


ставляя это с (2), устанавливаем, 
дратом. Тогда можно отбросить еп 


це один 
ональ этого квадрата АО. Получим: 


АО=АМ- = соз а. 


=с* (1—2 соз? а). (5) 


Выражение, стоящее в скобках, преобразуем по формуле коси- 
нуса двойного угла; получим: А\О?— — с? с03 2а. 


Отсюда А О=с`\/— соз 2а, или в = \У— с0$ а. 
Мышь уже видна, осталось се поймать - подставить выраже- 


ние для Я в формулу (1): Получаем ответ: 


У= абс \/—соз Эа. 


В данном случае нужно произвести исследовани е зада 
чи. Оно сводится к следующему. 

1. Мы предполагали, что заданный Угол @ острый. Если бы он 
был тупой, то это означало бы, что заданные т 


Ри Ребра параллеле- 
пипеда выходили бы не из вершины А, а из ве 


Ршины С (рис. 19) 
Тогда основание О высоты параллелепипеда находилось бы вне 


основания АВСР. 
Произведя те же построения и вычисле 
вместо формулы (3) такую: 


СМ= СС! соз (180° —@) = —с соз с. 


ния, мы получили бы 


(3’) 
Формула (4) приняла бы такой вид: 
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С9= —с\9 соз а. 


Но уже формула (5) имела бы тот же 
а<90°, и окончательный ответ бы 
получили выше. 

2. Наличие в ответе знака «минус» под квадратным корнем 
заставляет нас подумать о том, в каких пределах может изменять- 
ся угол &. Чтобы это установить, вспомним свойства плоских 
углов трехгранного угла. Мы знаем, что величина каждого плос- 
кого угла трехгранного угла меньше суммы величин двух других 
его плоских углов. Рассматривая трехгранный угол при верши- 
не Аи зная, что два его плоских угла имеют величину ©, а тре- 
тий — прямой, получаем, что 


самый вид, что и при 
Л точно таким же, какой мы 


90° <2%, отсюда а>45°. 


Известно также, что сумма величин всех плоских углов 
трехгранного угла меньше 360°. Значит, 2«-- 90° < 360°, отсюда 
&<135°. 

Итак, 45° < а-< 135°. 

Легко проверить, что при изменении а в этих пределах с0$ 2% 
всегда отрицательный, а поэтому — соз 2&>>0. Следовательно, 
полученный нами ответ всегда имеет смысл. 


Задача 34. Решить уравнение х°-Б. 

Решение. Эта задача представляет собой такую кучу кам- 
ней, от которой вряд ли можно отбросить хотя бы один. Остается 
искать хвостик мыши — идею решения. 

Что за уравнение нам нужно решить? Оно и не степеннбе, ибо 
показатель х степени — переменная, и не показательное, ибо 
основание степени — переменная. Значит, оно является уравне- 
нием неизвестного нам вида. И чтобы решить его, нужно свести 
к какому-то знакомому виду. 

К какому? Свести к показательному нельзя, а вот свести 
К степенному можно попытаться. Итак, пока идея решения та- 
кая — свести данное уравнение к степенному. 

Для этого обозначим: 

= Н. ( 19 


Тогда данное уравнение примет вид: 
х=5. (2) 


меем найти и х. 


Если мы сумеем найти у, то тогда из (1) су я ы 
Для нахождения у имеем систему двух уравнении (1) и (2 р 
озникает идея исключить из этой системы х и тем самым получить 


Уравнение относительно одного у. Из (1) находим: 
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5 
х=\уу. 


5 
Подставляя это выражение в (2), получим (М) * 
придать ему более простой Вид, возвысим обе части эт 
ния в пятую степень: у—55 


Это равенство возможно лишь при единственном значении 
| : у : у 
а именно при у=5. Тогда из (3) найдем х=Б. Этои есть ответ 


Задача 35. Найти пары чисел х и д тво 
й овле. 
у, 9. РЯЮщие 


(9) 
=5. Чтоб 
ого Уравнь, 


36 4 
я Е +4 Мф2+М—1—28-0. 


з у или наоборот, 
удовлетворяющие 
хвостик мыши — идею 
решения. ь 
Присматриваясь к уравнению, замечаем, чтб в него входят 
корни \/х—2 и Уу—Т. Отсюда следует, что 


х>2иу>1. (1) 


Этим, конечно, мы отбросили камень, но вряд ли приблизились 
к решению. Более существенно, что эти корни в одних членах 
входят в знаменатели дробей, а в других — в сомножители. 
Объединим эти члены: 


[Е +42) е— +\-1)-=0, 


ан )+ (ти, )= в 


Все члены, стоящие в скобках, положительные, и вея левая 
часть уравнения должна быть равна 28. Тогда, может быть, мож- 
но оценить эту левую часть? Вот это и есть хвостик мыши — 
идея решения. ь 

Итак, нам нужно оценить величину выражений, стоящих 
в скобках. Каждое из этих выражений очень напоминает выраже- 
ние, стоящее в левой части неравенства, рассмотренного нами при 


решении задачи 30 в предыдущем пункте: 
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+ >2 \а. 


В первых скобках можно считать #129, в—9 слева 
‚› а=9, а 


9 
тельно, ух—2- 
х 


РЯ >2\/9=6. Во вторых скобках можно счи- 
тать #=/и-—1, а=4, поэтому 


У 2 


Итак, левая часть уравнения 


4 +) (т 3) аа: 
( = Е (У Е }Р4-6+4=2, 


а она должна быть точно равна 98. Это будет лишь в том случае, 
если каждое из выражений, стоящих в скобках, примет наимень- 
шее значение, что происходит при 1=а, т.е. при 


\х—2=3 иуу—1=2. 


Отсюда находим х==11, у=5. Замечаем, что эти значения удов- 
летворяют условиям (1). Поэтому они могут служить ответом 
задачи. 

Возможен и другой способ решения. Левую часть 
исходного уравнения можно представить в таком виде: 


(2 = _— "4: (% г = 0 
Мх—2 


\Уу—1 


Так как сумма квадратов может быть равной нулю лишь в том 
случае, когда каждое слагаемое равно нулю, то получаем такую 
систему уравнений: 


4 
2—8 аби 2—0, 
\Ух—2 у—1 

Решив каждое из этих уравнений, найдем тот же ответ. 

Приведенные примеры убедительно показывают, что в процессе 
поисков решения полезно иметь в виду следующие рекоменда- 
ции: 

1. Если в задаче имеются или можно образовать такие части, 
которые составляют легко решаемые самостоятельные задачи, то 
Эти части необходимо выделить в виде подзадач, их решить, че: 
Чего преобразовать исходную задачу, имея в ыы НЫЕ 
Результаты решения подзадач. После такого преобразова 
Ходная задача, как правило, становится проще. 


7 


2. Обычно условия задачи даются для того, 
ве удовлетворить требованиям задачи. Поэто 
чтобы полностью использовать каждое из данных условий 

3. Идея решения задачи возникает в процессе глубокого 
лиза и сопоставления ее с ранее решенными задача 
жалейте сил и времени на анализ задачи, ищите дл 
чи подобные ей, чем либо похожие на нее среди 
ранее, используйте эти аналоги как возможные и 


чтобы на их о а 
0. 
му надо Следит 


ана. 
и Поэтому в 


я данной зада. 
решенных ван 
деи решения, 


Задание 15 
Решите следующие задачи. 


15.1. Некоторый объект первоначально начали строить 40 рабочих. 
через 6 дней к ним присоединились еще 10 рабочих, а через 6 дней после 
этого — еще 10 рабочих. Сколько дней продолжалась постройка объекта, 
если известно, что те же 60 рабочих окончили бы ее в 11 дней, если бы 
начали работу одновременно? 


15.2. Решить уравнение 10, 

| у? 4 => 9 
15.3. Решить уравнение х НЕЕ Но +6 
15.4. Решить уравнение 5х2--у?— 4ху—4х- 4—0, 


111.4. Моделирование в процессах решения задач 


Психология уже свыше ста лет занимается исследованием 
процессов решения задач человеком. В результате этих исследова- 
ний открыто много интересных закономерностей и найдены важ- 
ные характеристики процессов решения задач. Особый интерес 
представляет общая характеристика этого процесса, данная из- 
вестным советским психологом Сергеем Леонидовичем Рубин- 
штейном (1889—1960). Он характеризовал решение задач чело- 
веком как процесс их переформулирования, в котором непрерывно 
производится анализ условий и требований задачи через синтети- 
ческий акт их соотнесения '. 

Действительно, выше вы неоднократно наблюдали это пере- 
формулирование задач, их преобразование в процессе анализа 
и поисков решения. Мы уже не раз отмечали эту характерную 
особенность процессов решения, однако, пожалуй, стоит ее рас- 
смотреть более подробно. Ведь одного указания на эту особен- 
ность процесса решения задач, указания на анализ и синтез как 


1 Напомним, что анализ (дословно — разложение, расчленение, разбор) 
есть метод научного исследования путем разложения (фактического или мысленно- 
го) предмета на его составные части, а синтез (дословно — соединение, сочета. 
ние, составление) есть метод изучения предмета в его целостности, в единстве 

Е р 
и взаимной связи его частей. 
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средства переформулирования и решения недостаточно для того 
чтобы сознательно использовать их для решения задач Естествен- 
но возникают вопросы: а в чем состоит это переформулирование? 
Что мы делаем с задачей, когда ее переформулируем? Что получа- 
ем? Какими средствами производится переформулирование? 

Чтобы разобраться во всех этих вопросах, рассмотрим пример 
переформулирования задач в процессе анализа и решения. 

Задача 36. Некоторая коллекция значков была размещена 
в коробках, каждая из которых имела 10 отделений. В некоторые 
отделения коробок были положены значки, по одному в отделение, 
другие отделения были еще пустые. Любые две коробки этой 
коллекции отличались друг от друга хотя бы наличием или отсут- 
ствием значков в одном и том же отделении. Очевидно, что наи- 
большее число значков в коробке равно 10, а наименьшее — нуль 
(коробка пустая). Сколько коробок в этой коллекции? 

Эта задача, конечно, носит несколько необычный характер. Но 
вот подобная ей задача, имеющая уже более реальный характер, 
полученная из задачи 36 с помощью такого переформулирования: 
каждому отделению коробки поставим в соответствие электриче- 
скую лампочку, тогда наличию или отсутствию в нем значка 
соответствует одно из возможных состояний лампочки (горит или 
не горит). В результате получаем такую задачу. 


Задача 37. В квартире 10 лампочек. Сколько существует 
различных способов освещения квартиры? Два способа освеще- 
ния считаются различными, если они отличаются состоянием 
хотя бы одной лампочки. Каждая лампочка может гореть и не 
гореть. Случай, когда все лампочки не горят,— это тоже способ 
освещения. 

Хотя эта задача более реальная и явление, в ней описанное, 
более наглядное, но и ее решение не очевидно. 

Чтобы легче подсчитать все различные способы освещения 
квартиры (или число коробок), изобразим каждую лампочку 
(каждое отделение) в виде квадрата, а ее состояние будем отме- 
чать знаком «--», если лампочка горит (значок имеется), и зна- 
ком «—» в противном случае. Тогда каждому способу освещения 
квартиры (каждой коробке) будет соответствовать строка из 
десяти квадратиков со знаком «--» или «— >. Число же таких 
строк в таблице и есть искомое число различных способов освеще- 
ния квартиры (число коробок). 

Получаем такую задачу. 

Задача 38. Имеется прямоугольная таблица, содержащая 
10 столбцов. В каждой клеточке этой таблицы поставлен знак 


«<-> или «—». Любые две строки таблицы отличаются знаком 
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в клеточках, стоящих хотя бы в одном и том 

наибольшее число строк имеет эта таблица? 
Если решение и этой задачи вам не очевидно, то можно пост 

ить еще более прозрачную задачу следующим образом, Б №. 


Же столбце, Ко 
№ 


рассматривать каждую строку таблицы, о которой Идет У 


в предыдущей задаче, как десятизначное число, составленное ^ 
цифр 1и0 (цифра 1 соответствует знаку «+» в клеточке, а ци, 
ра 0 — знаку «—>). Тогда задача 38 переформулируется в такую 

Задача 39. Сколько различных десятизначных чисел можн, 
образовать из цифр 0 и 1? При этом числа, в записи Которых 
стоят слева одни нули (например, 0100001 1ОТ, пли 000000001, р 
даже 0000000000), также рассматриваются. 

Решение этой последией задачи уже очевидно. На каждох 
месте в записи десятизначного числа могут стоять лишь цифры 
1 и 0. Поэтому имеется всего лишь две комбинации цифр на ках. 
дом месте. Эти комбинации независимы друг от друга, ибо про. 
ставление цифры на данном месте в записи числа не зависит от 
того, какие цифры стоят на других местах. Поэтому общее число 
комбинаций или возможных десятизначных различных чисел рав- 
но 2'°— 1094. 

Итак, общее число коробок из задачи 36, число способов 
освещения квартиры из задачи 37, число строк в таблице из зада- 
чи 38 и число десятизначных чисел из задачи 39 равно 1094. 

Задачи 37—39 были получены из задачи 36 с помощью ее пе- 
реформулирования. Чем же они являются для нее? 

Оказывается, что все они являются ее моделям и, следова- 


тельно, переформулирование задачи 36 явилось способом ее мо- 
делирования, построения ее моделей. 


Что такое модель и моделирование? 


В науке широко используется метод моделирования. Заключа- 
ется он в том, что для исследования какого-либо явления или 
объекта выбирают или строят другой объект, в каком-то отноше- 
нии подобный исследуемому. Построенный или выбранный объект 
изучают и с его помощью решают исследовательские задачи, 
а затем результаты решения этих задач переносят на первона- 
чальное явление или объект. 

Пример. Люди издавна интересуются, как устроена наша 
Вселенная. Этот интерес не только чисто познавательный, но 
и сугубо практический, ибо люди хотели научиться предсказывать 
периодические явления, связанные с устройством Вселенной, та- 
кие, как затмения Солнца и Луны, наступление времен года ит. д. 
Для решения этих задач ученые строили свои представления 
о Вселенной в виде схемы — картины мира, в которой объекты 
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Вспомните, к п 


5, В 


Вселенной — Солнце и звезды, планеты, 3 
лись точками, движущимися по каким-то кривым — Ттраект 

их движения. Таковы, например, схемы, построенные мы 
в которых центральное место занимала наша Земля или ке 
Коперника, в которой центр занимало Солнце. С помощью =. 


схем ученые решали задачи предсказания отдельных ны 
ческих явлений. 2 


емля и Луна изобража- 


Эти схемы, эти картины мира суть модели Вселенной 


ы а мето 
исследования Вселенной, д 


нахождения законов о Вселенной и ре- 
шения задач, связанных с нею, с помощью этих моделей является 
методом моделирования. 


Другой пример. Люди издавна интересуются, как они сами 
устроены, как функционирует человеческий организм. Но исследо- 
вать эти вопросы на живом человеческом организме очень трудно, 
ибо такое изучение до появления особых приборов было связано 
с гибелью этого организма. Тогда ученые стали исследовать 
устройство человеческого организма на подобных ему организмах 
животных (обезьян, собак и пр.). Изучение организма животных, 
их функционирования номогло установить многие важнейшие 
закономерности функционирования человеческого организма. 
Вспомните, к примеру, знаменитые исследования И. П. Павлова 
на собаках, В этих исследованиях животные организмы выступа- 
ли в качестве моделей человеческого. организма, а применяемый 
при этом метод исследования есть метод моделирования. 


Еще пример. Разрезая конус плоскостями, получаем в сече- 
нии различные кривые: окружности, эллипсы, параболы, гипербо- 
лы. Математики еще в древности начали изучение этих кривых, 
результаты которых имеют большое значение для физики, астро- 
номии, техники, военного дела, где очень часто встречаются эти 
кривые. Однако лишь тогда, когда, пользуясь методом Декарта 
и Ферма, были составлены уравнения этих кривых, их изучение 
сразу резко подвинулось вперед и с помощью этих уравнении — 
моделей кривых конических сечений были решены все осмовные 
задачи, с ними связанные. Заметим, что уравнения ху = 


2 2 Ё р р 
Е 2 =— ют в качестве моделей 
т. Ея ы у= хи =, выступа 


эллипса, нараболы и гиперболы, а эти 


соответственно окружности, 
я Е. ть как геометрические 


кривые в свою очередь можно рассматрива 

модели указанных уравнений. 

что рассмотренные выше задачи 

37—39 являются моделями задачи 36, а пели ров ие 

задачи 36 последовательно в задачи 37—39 является спосо и 

построения моделей этой задачи, т. е. способом ее моделирования. 
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Теперь должно быть вам ясно, 


Можно сказать, что мы ос 
ее моделирования. 


Задача 40 (заоача Ньютона). Т 
ково густо и быстро. Известно, 
24 дня, а 30 коров 
траву за 96 дней? 

Решение. 
чтобы ее решить 


рава на лугу растет о 
что 70 коров поели бы 
за 60 дней. Сколько коров пое 


Одина. 
ее за 
Ли бы всю 


Эта задача практическая, текст 


овая. Для того 
‚ надо составить уравнение и 


ли систему уравне. 
ной задачи. 


получаем. 


За 24 дня всего вырастет (а-+-246) едини 
это время съедают 70 
довательно, 


Ц травы, которую за 
коров. Они съедают 24.70.с=1680 с, сле- 


а--246 =1680с. 


По условию, что 30 ко 
получаем: 


(1) 


ров съедают всю траву за 60 дней, 


а-- 606 = 1800с. 


За 96 дней на лугу вырастет всего а 966 с 
которую съедят искомое х число коров, они с 


единиц травы, следовательно, получим такое у 
а-- 966 = 9бхс. 


Уравнения (1), (2) и (3) образуют систему, 
модель исходной задачи. Эту систему нам нужно 
тельно искомого х. 


Вычтем почленно из 
366 =120с. Отсюда 


(2) 


диниц травы, 
Ъедят всего 96 хс 
равнение: 


(3) 


которая и есть 
решить относи- 


уравнения (2) уравнение (1), получим: 


с =0,36. (4) 


Подставим полученное значение с в уравнение (1): 24246 — 
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—5046, отсюда 
а=4805. 


Подставим выражения с и а из (4) и (5) в (3) 
4806 966 =28,3х6 или 5766 = 
рительно на $, найдем: х=20. 

Ответ: 20 коров. 

Задача 41. Объем 
аа него шара. те. раза больше объема впи- 

! между образующей и плоскостью 
основания конуса. 

Решение. Построим схематическую запись задачи — мо- 
дель конуса. Для этого проведем сечение конуса с вписанным 
в него шаром плоскостью, проходящей через ось конуса (осевое 
сечение). В сечении получим равнобедренный треугольник с впи- 
санной в него окружностью. Так как боковая сторона этого треу- 
гольника есть образующая конуса, а высота треугольника есть ось 
конуса, перпендикулярная к плоскости основания конуса, то угол 
между боковой. стороной и основанием треугольника есть искомый 
угол между образующей и плоскостью основания. Получаем та- 
кую модель задачи (рис. 20). 

Дано: АВМ — осевое сечение конуса; 

АМ=вВМ; МК АВ; 
(О; ОК) — осевое сечение вписанного шара; 
2 

Найти: Д МАК. 

Построенная наглядная модель задачи облегчает поиск и ре- 
шение задачи. 

По известным формулам найдем объемы конуса и шара: 


у, = лАК".МК; У. = лОК® 


(5) 


‚ получим: 
ое Е : 
28,8х6, отсюда, сократив предва- 


По условию имеем: 


Уз у,=- яАК?.МК : 3 пОК*=2. м 
Получаем: 
АК?.МК : 40К*=2. (1) 
Выразим все отрезки, входящие в равенст- 
во (1), через искомый угол (. МАК=Х и от 
резок АК=У. АЕ 
Из ДАМК находим: < Л 
МК=АК 5 МАК=У Ех. (2) А К В 


Из ДАОК находим: ОК=АК ОАК. Оче- Э 


ОА есть биссектриса угла МАК, поэтому 


ОК=у в> 


Подставим найденные выражения ‘из {2) и (3) в (1). 


ую х:4 ( = $) =2. 


Получаем: 


чах=8 > 


Это ‘тригонометрическое уравнение есть ‘модель ‘исходной зада- 
чи ‘при ‘условии, что 0°<х=< 90°. Решив уравнение при этом 
условии, ‘найдем ‘ответ задачи. 

В заключении первой ‘части книги сформулируем основные 

комендации для поиска решения математических 


1. Прочтя задачу, надо попытаться установить, к какому виду 
задач она принадлежит. 

2. Если вы узнали в ней стандартную задачу знакомого вида, 
то примените для ее решения известное ‘вам общее правило. 

3. Если же задача не является стандартной, то ‘следует дей- 
ствовать в следующих направлениях: 

а) вычленять ‘из задачи или разбивать ее на подзадачи стан- 
дартного вида (способ разбиения); 

6) ввести в условие вспомогательные элементы: вспомогатель- 
ные параметры, вспомогательные построения (способ вспомоега- 
тельных элёментов); ‹ 

в) переформулировать ее, заменить ее Оругой равносильной 
задачей (способ моделирования ). 

4. Для того чтобы легче было осуществлять указанные спосо- 
бы, полезно предварительйо построить наглядную вспомогатель- 
ную модель задачи — ее схематическую запись. 

5. Решение нестандартных задач есть искусство, которым мож- 
но овладеть лишь в результате глубокого постоянного самоанали- 
за действий по решению задач и постоянной тренировки ‘в реше- 
ний разнообразных задач. : 

Помните, что решение задач есть вид творческой деятельности, 
а поиск решения есть процесс изобретательства. 

Учитесь творить и изобретать в процессе решения задач! 


Часть ИП 
МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 


В этой части книги будут расемотрены основные методы: реше- 
ния разных видов задач. Конечно, все виды задач, встречающиеся 
в школьном курсе математики, мы не сумеем рассмотреть. Для 
этого понадобилась бы не одна такая книга. Однако наиболее 
часто встречающиеся виды задач будут рассмотрены. 

При изложении методов решения задач можно объединить 
в один вид такие задачи, которые в школе изучаются в разных 
классах. Так, например, задачи на доказательство алгебраических 
тождеств и задачи на доказательство тригонометрических тож- 
деств, изучаемые в школе раздельно, мы будем рассматривать 
совместно, как один вид задач. 


Глава 1У\ 
ЗАДАЧИ НА ПРЕОБРАЗОВАНИЕ. И ПОСТРОЕНИЕ 


1\.1. Виды выражений и сущность 
их преобразовании 


Под выражением понимается любая запись, составленная из 


чисел или переменных (букв), соединенных знаками действии или 

функций и скобками. ых. 

В зависимости от того, входят или не входят в выражения 

буквенные переменные, выражения делятся на числовые и на 

выражения с переменными (буквенные АРК Е 

Примеры числовых выражений  2,4— (5.6-Е 3,78): 2. 

1 2,47; зп 36° - соз 18° и т. д. Всякое числовое выражение р 

лы 

Число, поэтому его преобразование состоит в: записи ое ее 

Й ож и числа, у 

Другим способом, в другой форме, т. е; в. нахождени и ты 
ного данному, но записанного иначе. Например, выр ние 2 


: 8. Таким 
4.5 можно преобразовать в выражение 2”-7, или 28 к 
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образом, всякое число можно 
жение. 

Преобразование некоторых числовы 
к выполнению тех действий, знаками которых соединены Чи 
входящие в выражение. Например, если в выражении 9$ | 
—(72:4--60:5)-7 произвести в определенном порядке все УВ } 
занные действия, то найдем, что оно равно 72. 9 

В других случаях для преобразования числовых выражений 
приходится использовать довольно сложные приемы. Нап 


рассматривать как Числовое | 
о, | 
а. 


х выражений сводит, 
я 


ример, 
3 3 

преобразование числового выражения У2-+5-/2—\5 в рав. 
ное ему выражение (число) | весьма не просто и требует исполь. 
зования особых приемов, которые мы здесь рассматривать не 
будем. 

Всякое выражение с переменными можно рассматривать как 
функцию этих переменных, принимающую разные числовые значе. 
ния при разных значениях этих переменных. Так, например, 
выражение 2а- 6? — с3 есть функция от трех переменных д, 
Бис. Если этим переменным дать какие-то числовые значения из 
области их изменения, то и само выражение примет соответствую- 
щее значение. Если, например, а=1, 6=2, с= —1, то это выра- 
жение равно 7, если а=2, 6 = —1, с=3, то выражение равно 
22 ит. д. : 

Выражения с переменными делятся на виды в зависимости от 
того, какими действиями или функциями связаны эти переменные. 
Различают следующие виды выражений с переменными: 

1. Одночлены — переменные связаны действиями умноже- 
ния и возвышения в натуральную степень. 

2. М ногочлены — сумма одночленов. 

3. Целые рациональные выражения — переменные 
связаны действиями сложения, вычитания, умножения и возвыше- 
ния в натуральную степень. 

4. Дробные выражения — частное двух целых рацио- 
нальных выражений. 

5. Рациональные выражения — переменные связаны 
действиями сложения, вычитания, умножения, деления и возвы- 
шения в любую целую степень. 

6. Иррациональные выражения — переменные, кро- 
ме указанных выше действий, связаны еще действиями извлече- 
ния корня или возвышения в дробную степень. 

7. Логарифмические выражения — переменные на- 
ходятся под знаком логарифмической функции. 

8. Показательные выражения — переменные нахо- 
дятся в показателе степени. 
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ОтВетСт 
ГО ЭТО ВЫ 
ге разн 


переменные 
1ми: 


9. Тригонометрические выражения — п 
находятся под знаком тригонометрических функций еременные 
"с Ределения выражения с пере 
называется множество систем значений этих ремень ВИ 
которых это выражение имеет смысл, т.е. может быть зы при 
Заметим, что эта область зависит от множества чисел лено. 
9 


ром это выражение рассматривается. т 


Например, область опреде; х 
| р ределения выражения 2 рассматривае- 


мого на множестве натуральных чисел, такая: у — любое нату- 
ральное число (число 0 не рассматривается при этом как нату- 
ральное), а х=Ау, где А — произвольное натуральное число 
область определения того же выражения, рассматриваемого - 
множестве рациональных или действительных чисел, уже другая: 
х — любое число, а у=20. 


РОЗИ 
Если выражение `\/х—1 рассматривать на множестве нату- 
ральных (или рациональных) чисел, то область его определения 
такова: х=1-- ?, где # — произвольное натуральное (рациональ- 
ное) число; если же это выражение рассматривать на множестве 
действительных чисел, то область его определения есть множество 
действительных чисел, удовлетворяющих неравенству х221. 


Когда говорят о преобразованиях выражений, то имеют в виду 
замену данного выражения каким-либо другим на основе опреде- 
ленных правил. В школе рассматриваются главным образом то ж- 
дественные преобразования выражений с переменными, ког- 
да данное выражение заменяется тождественно равным ему выра- 
жением, но обладающим каким-либо определенным свойст- 
вом (оно, например, является выражением стандартного вида или 
представляет собой произведение многочленов и т. п.). 

Два выражения называются то жде ственно равными, 
если все их соответственные значения равны. При этом соот- 
ветственными значениями Двух выражений с общими пе- 
ременными называются значения этих выражений, получаемые 
при одних и тех же значениях этих переменных, взятых из общей 
области определения этих переменных. ь 

Наряду с такой трактовкой тождественных преобразовании 
выражений с переменными, принятой в школьных учебниках мате- 
матики, можно дать и другую трактовку этих преобразований. 

Вы знаете, что действия над числами обладают Ония 
свойствами, называемыми законами действий. К ним относятс 
переместительный и сочетательный законы сложения, такие же 
законы умножения, распределительный закон и Др. С лащеь 

Для других действий имеются другие законы, р 
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(9”)." =а””". Кроме того, сами определения эт 


ния, деления, возвышения. в степень) можно Рассматривать Как 
своеобразные законы. , 


На основе этих законов в школьном 
ны многие тождества, такие, например: 


а°— 6? = (а—) (ав); 


п п в 
\Уа-5=Уа- у (@>0,5>0) итп. 
Все эти определения, законы действи 
функций можно рассматривать как общ 


ных преобразований выражений с переменными. Любое из них 
представляет собой тождеств 


их действий (ВЫчит 


курсе математики доказа. 


‚ выражений). Например, 
распределительный. закон, 


(29? 6 3). -Зс?= (902) (Зе) (63), (33). 


К полученному выражению 


можно применить переместитель- 
ный и сочетательный законы у 


множения: 
(2а°) (3с*) + (6%) (3?) = бас? 362 
К выражению 12 4х? (х— у)? 


ло логарифмирования произведе 
| вания степени, получаем: 


можно сначала применить прави- 
ния, затем правило логарифмиро- 


18 4х3 (х— у) 2—2 4+3 18х24 («— у). 


Итак, мы видим, что тождественные преобразования выраже- 


ственных преобразований. 


Например, если к выражению р не - о и 
довательно применять указанные справа в скобках о 
ла тождественных преобразований, то будем пол 
ния, тождественно равные данному выражению 


при условии х=22): 
82 


бщие прави- 
Учать выраже- 
(конечно, лишь 


= 24-2х- 4 


(тождество: разность кубов 
двух выражений) 
6х 


(х—2) (х?--2х4 4) 5 = (правило сложения дробей) 


(тождество: квадрат двучле- 
на и определение умножения 
единицы на число) 


(х—2) (х—2) —6-Е1: (2х4) 
с (х—2) (х? 2+4) =: 


дк би ха 


: (правило приведения подоб- 
(х—2) (хо 2х4) 


ных членов) 


22—88 
= (—2) (2х4) ее (распределительный закон) 
о 
и 2 (х ке (тождество: квадрат дву- 
(х—2) (х°+2х-4) члена) 
2 (х—2)? __ 29-2) (правило сокращения дро- 


= 2) 024244 да бей). 

Теперь вам должно быть ясно, для того чтобы произвести 
какое-либо тождественное преобразование заданного выражения, 
нужно умело выбрать необходимую последовательность общих 
правил этих преобразований и применить их одно за другим 
к данному выражению, пока не получим требуемую форму выра- 
жения. Поэтому понятно, что нужно хорошо знать все эти общие 
правила преобразования. 

Приведем перечень основных общих правил тож 
преобразований. Для облегчения запоминания разобьем их на 
группы. 


дественных 


Г группа. Законы сложения и умножения 


(переместительный закон сложения ) 


М. ао =Ь-а ь 
1.2. (а-- 6) с=а-+-(@-+ с) (сочетательный закон ‘сложення). 
13, аб = фа (переместительный закон умножения) 


(сочетательный закон умножения). 
(распределительный закон). 


а-е=ь-с. 


1.4. (а6) с=а (6) 

1.5. (а-- 6) с=ас- вс 
1.6. Если а=В ис — любое число, то 
17. Если а=6 и с=20, то ас==6с. 


ния 
И группа. Определения и свойства вычита 
и деления 


(определение разности). 


И.1. Е 
1. Если а—ф=с, то а=б с 
в (замена вычитания сложением) 


Н.2, а—6=а+(—5) 


И.3. а (6 —с)=а-6—с } (правила раскрытия скобок). 


И.4. а—(6—с=а-—ф-+с 

то а, если а>0, 
к | —а, если а<0 

И.6. Если а: 6=с, то а=с (определение частного). 


(определение модуля числа). 


И группа. Особые случаи действий 


П.Т. а 0=0о-+а=а (прибавление нуля). 
11.2. а-1=1.а=а (умножение на единицу). 
11.3. а-0=0-а=0 (умножение на нуль). 
1.4. 0: а=0(а-20) (деление нуля). 


ТУ группа. Свойства дробей 


ТУ.1. Если >= то аа= с (определение равенства дробей). 
(650, 4520) 


(основное свойство дроби). 


(правило сложения дробей). 
(правило вычитания дробей). 


(правило умножения дробей) 


(правило деления дробей). 


(определение степени с натуральным показате- 
лем). _ 
\.2. а°—=1 (а>20) (определение степени с нулевым показателем) 
\.3. а'=а (определение степени с показателем 1) 


2 1 
Уд" = (2520) (определение степени с отрицательным показа- 
а телем), 


р 

— 9 
а‘—^/аР (а>0) (определение степени с дробным показателем) 
. а". а"— а"+т (умножение степеней с равными основаниями) 


. а": а"=а"" (деление степеней с равными основаниями) 


. (а-6)"=а". 6" (степень произведения). 


(степень частного). 
ь" 
№10. (ата (степень степени). 
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У! группа. Тождества сокра 
щенного ум 
ножения 


м. а*—5?= (а—6) (а-+5) 
1.2. (а-+5) =а?+ 26-5? 
\13. (а-+5)°=а3--3а% --3а6?-- вз 
ут. аз 6°= (а-6) (а’—а6 >) 
15. а—6°= (а—6) (а’аб-ь?) 


(разность квадратов). 
(квадрат двучлена). 
(куб двучлена) 
(сумма кубов). 
(разность кубов). 


УП группа. Определение и свойства корней 


п 
Уп.1. Если \Ма=ь, то а=6" (а>0, Ь>0) (определение корня) 


п 
2. (2) "=а (а>0) (основное свойство кор- 
:: е ня). 
И.З. Е =— а (т — нечетное, а>0) (свойство корня с нечет- 
ным показателем) 
п п п : 
м. 2-5 =\Уа. М (а>0, 6>0) (извлечение корня из про- 
изведения). 


УН.5. = (а>0, 6>0) (извлечение корня из част- 
№ 


ного). 


я р (вынесение рационально- 
^/ "РЯ — оРА/а9 
УП.6. а =а’\/а7 (а>0) го множителя за знак 


корня). 


п 
Ун.7. \/ Уа="\ (а>0) (извлечение корня из 


корня). 


УП! группа. Определение и свойства логарифмов 

(определение ло- 

гарифма). 

УН.2. ав (а>0, а52Ь 5>0) ры 

(логарифм  про- 

изведения). 

(логарифм 

ного) . 

(логарифм  сте- 

пени). 

(формула  пере- 

У11.6. ри = 10бьи (а> 0, а+2ь 5> 0, 6521, и> 0) хода к другому 
- 105 ьа : основанию) . 


УИ.1. Если 102.6=с, то а°=ь (а>0, а 1, 6>0) 


УИ.3. 1оё (а-6) =1юр а-Е1ор 6 (а>0, ь>0\ 
УИ... Е --=106 а—1056 (а>0, 6>0) 


УН.5. 10 а*= Е 1ора (а>0) 


в которых основание логарифма не 


Прим 
ечание. В формулах, 
+ се. одинаковое в обеих 


Указано, предполагается произвольное основание, 
Частях равенства. 


1Х группа. Формула Ньютона 


1Х.1. а" — ватта". Ста "ОТВ . 


СВОЙСТВА ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


Х группа. Соотношения между функциям 
н того же аргумента 

Х.1. эт? х-соз? хр Хз А, 1 

5шх 052 


и Одного 


эт х 


Х.2. и Х.4. 1х. сю х=1. 


Х.6. 1-е 
эт? х 


Х! группа. Четность и нечетность 
тригонометрических функций 


Х1.1. эт (—х) = —зшх, Х1.3. ю (—х) = —юх. 


Х1.2. с05 (—х) = 03 х. Х1-4. с (—х) = —ещх. 


ХИ группа. Формулы приведения 
ХИ.1. эт (х-+2лп) =зшх (лЕ 2). ХИ.9. зт (л-х) = Е 5шх, 
ХН.2. с0з (х+-2ли) =соз х (пЕ 7). ХИ. 10. соз (л-+х) = —со5х. 
ХИ.3. © (х-Елп) =шх (пЕР). ХИ. 11. © (лЛ=х) = Ею х. 
ХИ.4. < (хлл) = х (пЕ 7). ХИ.12. св (п-Ех) = сх. 


ХИ.5. т (кс &5 ХН.13. зт (; лек )= — с0$ х. 


ХИ. 6. с0$ =») ЗЕ х. ХИ. 14. 0$ С лк) ЗЕ х. 
л З ЧИ 
ХИ.7. « (5==)- ЗЕ сх, ХИ.15. © (; ла») с : 


3 
ХИ.8. се & =>) Ех. ХН. 16. сш (: пк )= ых. 


Примечание. В формулах, в которых имеются двойные знаки, 
берутся в обеих частях равенства или оба верхних, или оба нижних 
знака. 

ХНЕ группа, Формулы сложения 
Х1И.1. за (ху) = т х 60$ У с0$ х ти. 
ХИ1.2. с0з (ху) =с0$ х с0$ у — $ х ту. 


Ех И 11.4. с (ху) — ЧЕ! 
ХИ. Ч ЕН тих Х а Е 
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ХУ. зп 2х=2 п Х с0$ х. 


ХГУ группа. Формулы двойного аргумента 


ХИУ.2. со 9х=603? х— т? х==| 


ЖУ. 3. 5 в —. 


Х!У.4. ср 2х = 


ХУ группа. Формулы понижения степени 


ХУ.1. зт? = (1 —с0$ 2х). 


ХУ.2. со? = (1-Е со$ 2х). 


ХУ.3. 12° х= 


ХУ.4. св? х= 


ХУ! группа. Формулы суммы и разности 
тригонометрических функций 


в. 


ХУ!.1. за х-Езт у=2 эт 


ХУ1.2. зп х— эт у=2 с0$ ы: о 


ХУ1.3. сов х-- с0$ у=2 с0$ Е 


Х\1.4. 05 х—с0$ у= —2 5 —0 


ям (хи) 
81852-22 


ХУ. 5. хх созу" 


ХУИ группа. Формул 


1 —с05 Хх 
ХУП. зп = : 
УИ. 1. и 


Х\1.6. сх у= 


ы половинного аргуме 


х 1+ с05х 
ХУН.2. со === \Г 2 


х 1—608% _ 
ХУИ.3. в = м 


г ТЕсозх 
ХУ. сы = А 


Примечану 
в какой четверти лежит арг 


И 
ле. Знак перед корнем берется в соответств! 


умент. 


ХУШ группа. Выражение тригономет 


2 Ричес 
функций через тангенс половинного аргумент 
а 

2=— 1-ю 

ХУ. 1. п х— : ХУШ.2. сов 

+в? ты? 


285 1-7 

ХУШ.3. Чех ХУ. сел. 
2х х 
1-ю = 2 — 


Х1Х.1. за хзт = (05 (х— у) —с0$ (х-у)). 


ХХ.2. с0$ х со = (с0$ (х— и) + соз (х-Ну)). 


Х1Х.3. зи со 9= (вт (ху) вит (9). 


Обращаем еще раз ваше внимание 
формулах буквы обозначают не тольк 
| и любые выражения с переменными. 

Также важно заметить, что любую из этих формул преобразо- 
ваний можно рассматривать (читать) как слева направо, так 
й и справа налево. Например, если правило 1.5 читать слева напра- 
| во, то оно выражает распределительный закон, позволяющий 
раскрывать скобки`в произведении; если же это правило читать 
| справа налево, то оно выражает правило вынесения общего 
й множителя за скобки. - 

Формула У1.4 слева направо выражает правило разложения 
суммы кубов на множители; при чтении ее справа налево она 
выражает правило умножения суммы двух выражений на непол- 
ный квадрат разности этих выражений и т. д. 

Особо следует сказать о формулах, выражающих свойства 
тригонометрических функций (Х—ХХ). В этих формулах мы не 
указывали области, в которых они справедливы. Но вам следует 
иметь в виду известные ограничения на области определения 
тригонометрических функций. Например, функции {хи се х не 


л 
определены соответственно при х=->. (24-1) и при х=ли. 


о при использовании фор- 
а, в частности, следует, чт 

ИИ группы область определения суживается. Так, если 
ее часть формул ХУШ.1 и ХУШ.2 имеет смысл при любых 


на то, что во всех этих 
о отдельные переменные, но 
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иях х, то правая часть этих ф р 
Е р. | ть этих формул имеет смысл лишь при 
Заметьте также, что приведенные формулы 
друг от друга. Некоторые из них являются следствиями други 
Например, формулы понижения степени тригонометрических ф\ = 
ний (ХУ группа) являются следствиями формул и ДОБНиНО, 
аргумента и т. д. Но для удобства пользования этими правилами 
и формулами мы привели их все. 
Перейдем теперь к рассмотрению методов использования при- 
веденных правил для решения некоторых видов задач на тожде- 
ственные преобразования выражений. 


не независимы 


1У.2. Задачи на приведение выражений 
к стандартному виду 


Для некоторых выражений с переменными в математике вво- 
дится понятие о стандартном виде этих выражений. Это такая 
форма записи выражений, которая принимается за нормальную 
(стандартную), и любое выражение данного типа с помощью 
тождественных преобразований обычно приводится к этому стан- 
дартному виду. 

Стандартный вид установлен не для всех типов выражений. 
Так, для иррациональных, логарифмических и тригонометриче- 
ских выражений какого-то определенного стандартного вида не 
установлено. Укажем те типы выражений, для которых установлен 
(узаконен) определенный стандартный вид. 

1. Одночлены. Одночленом стандартного вида называется 
такой одночлен, в котором имеется лишь один числовой множи- 
тель, стоящий на первом месте слева (числовой коэффициент), 
и каждое произведение одинаковых переменных в нем представле- 
но степенью. т ; . 

Например, одночлен 1,2476 (— 546“) (—а5°) после приведе 
Ния к стандартному виду будет иметь такой вид: ба`6'. : 

2. Многочлены. Многочлен считается приведенным к стан 
дартному виду, если он представляет собой сумму Е: 
Вида одночленов. Иногда еще требуется расположение а 
ночленов по убывающим степеням одной из и ия 
Нее требование, не являясь обязательным, имеет ме м 
В случае, когда многочлен есть выражение Е В Любое целое 

3. Целые рациональные выраже, в тождественный 
рациональное выражение можно преобразовать 
«му многочлен стандартного вида. 

4. Дроби (дробные выражения 


). За стандартный вид дроб- 
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ного выражения принимается несократимая дробь, чист 
и знаменатель которой представляют собой многочлены стана 
ного вида. ы 

5. Рациональные выражения. Любое рациональ 
выражение, в котором переменные связаны действием олени, 
всегда можно преобразовать в тождественно равную ему дроб, 
стандартного вида. 


Рассмотрим несколько задач на приведение выражений К Стан. 
дартному виду. 


Задача 1. П редставить выражение 
баб (ав — 6?) —7а? (а*— 62) +56? (а*—а5) 


в виде многочлена стандартного вида. 

Решение. Заданное выражение есть целое рациональное 
выражение. Для того чтобы представить его в виде многочлена 
стандартного вида, нужно: |) раскрыть все скобки; 2) все одноч- 
лены привести к стандартному виду; 3) привести подобные одноч- 
лены; 4) если нужно, расположить все одночлены в каком-то 
порядке (например, по убывающим степеням одной из перемен- 
ных). 

Проделаём все эти преобразования в заданном выражении. 

Для раскрытия скобок используется распределительный закон 
1.5 и правила раскрытия скобок И.З и И.4. Однако в данном 
случае сразу применить правило 1.5 нельзя, ибо это правило 
позволяет преобразовывать выражения вида (а-6) с, ав данной 
задаче мы имеем выражения вида с (а). Поэтому предварн- 
тельно нужно воспользоваться переместительным законом умно- 
жения 1.3 и в каждом из трех слагаемых мысленно переставить 
сомножители (т.е. 546 (а6-—6?) представить как (ав —5?) -5а6, 
7а? (а?—6?) представить в виде (а*— 6?) .7а? и 56? (а?—а6) = 
в виде (2’—а6) .562), а уже затем применить распределительный 
закон 1.5. 

Теперь о расстановке знаков при раскрытии скобок. Можно 
поступать двояким образом. Можно рассматривать знак перед 
одночленом, как знак, относящийся к его коэффициенту, и тогда 
всюду будем иметь сумму одночленов. В данном выражении это 
означает представление его в таком виде: 


5аб (ав + (—5°)) +(— 74?) (а? (—6?)) + 56? (1+ (—а6)). 


Тогда при раскрытии скобок знаки коэффициентов произве- 
дений определяются по известным правилам умножения положи- 
ел. 
тельных и отрицательных чис 
°_ Но можно делать иначе. А именно рассматривать имеющиеся 
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знаки перед одночленами как знаки действий 
енты одночленов считать положительными. 
скобок следует использовать распреде 
тельно вычитания (в приведенном списке правил он не указан): 
(а—5) с=ас—6с. И кроме того, использовать прави 
тия скобок П.3 и П.4. Тогда последовательное преобразование 
заданного выражения будет таким (справа в скобках указаны 
используемые при каждом шаге-преобразовании правила тожде- 
ственных преобразований). 
Баб (а — 5?) —7а? (а?— 6?) +56? (а*—а5) = (1.3) 
Б : 
= (26—65) (546) —(а*—5°) (74?) + (а*—а6) (55°) = (15) 
2 2 р о 
= (26-546 —6"-5а6) — (а*-7а*—6?.7а?) -{ (а?.55?— а .56?) = 
(1.3; 1.4; У.6) 
212 7 2 

= (5426? — 5463) — (7а*— 7а?6?) + (5а26? — 5абз) = (И.3; И.4) 

=56а26? — 5463 —7а*-+ 7а?6?-- 5а?6? — 5абз. 


а сами коэффици- 
Тогда при раскрытии 
лительный закон относи- 


ла раскры- 


Теперь в полученном выражении нужно привести подобные 
члены. Это производится на основе того же распределительного 
закона, но читать его надо справа налево. Получим: 


5а26? — 5Ба63 — Та“ Та?6? + Ба?6? — 5аф3 = 
= (5475) а76?4 (—5—5) а63 —7а*=17а?5? — 10463 —7а^. 
В полученном многочлене можно расположить члены по убы- 


вающим степеням переменной, например а, тогда окончатель- 
но получим: 


— 7а4-| 17а? —10а63. 


Это и будет стандартный вид заданного выражения. 
Задача 2. Преобразовать выражение 


ерртяыуетн) 
а—х а 


а? ах х? 


в дробь, 
Решение. Требование этой задачи надо понимать так, се 
заданное рациональное выражение нужно преобразовать в АВЕ 
ак как заданное выражение представляет ии дыня и- 
Двух рациональных выражений, то каждое из них надо ыы у 29 
тельно представить в виде дроби, а Затем р в ИЕ 
перемножить и, если можно, результат продает 
Дроби. 
Проделаем все это, записыва Е 
правила тождественных преобразований 


я справа в скобках используемые 


94 


х 


Е 1 2х+ За: 
а о) уз; 4) 


а аж) фах ара 
(а? ах 2) (а—х) = = (У. 1, Ш.2: И 


ме (а—х)? — (а ах?) з 2х.ха-х+-2а-а-х:а 


(Нах а?) (а—х) ах — (УТ.2, 1.4, 13,1} 
ай а? ах? 2х? ах--2а? + ах 
(а? ах--х?) (ах) - 2 = (6543) 
== — Зах : 2 (Ч ах-ра?) = 
(а? ах--х) (а—х) ах = (ГУ.5, 1.1) 
— Зах.2 (а? ах-х?) еб: Е 6 (ТУ. 14) 


Е: (а?-ах-+-х?) (а—х) ах = — 


Конечно, при решении подобных задач нет надобности все 
время делать ссылки на те правила тождественных преобразова- 
ний, которые используются в решении. Это обычно не требуется. 
Но если вы хотите сознательно овладеть такими преобразования- 
ми с полным пониманием сущности каждого шага, то нужно хотя 
бы несколько задач решить так, как было проделано выше, 
т.е. с указанием всех используемых на каждом шаге правил 
тождественных преобразований. 


Задание 16 


Решите задачи, указывая, как это было сделано выше, все правила 
тождественных преобразований, которые вы использовали в решении. 
16.1. Преобразовать выражение (2х — 5/)3—х (6х — 54)? к стандарт- 
НАМ 
ному виду. : : оо вамааь». 
х хо 2х 
16.2. Разделить дроби НЕ ЕЕ 259 Е 
Е Е 
16.3. На основе каких правил тождественных преобразований про- 


в решении задачи 9? 


—6 


изведен переход от дроби ах К дроби —, 


ТУ.3. Задачи на упрощение выражений 


Задачи на упрощение выражений с переменными встречаются 
очень часто, при этом в отличие от задач на приведение выраже- 
й тандартному виду упрощать приходится любые выраже- 
НИЙ = 3 только рациональные. Но в то же время эти задачи 


ное определенные, ибо не всегда ясно, упрощено ли уже выра- 
м 


жение и нельзя ли его еще упростить. 
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Характерный пример произошел 


= ь на экзаменах 
сти в 1976 г. В одной из нах 


ЕЕ на атте 
экзаменационне к 


ело 
ь Хх работ была такая 


задача: 


упростить выражение _ За 
эт 2х 


При решении этои задачи одни учащиеся получили Е 


40$ 2х с0$ х, а другие: 2 (с0$ х--соз 3х). Оба эти ответа верн 
но какой из них лучше, вряд ли можно сказать. Некото м 
еся, не зная, на каком ответе остановиться, привели 
ответа оба указанных выше: мол, выбирайте сами, 
больше нравится. 

Однако в большинстве случаев упрощение выражений являе 
ся достаточно определенным преобразованием. Смысл его состоит 


рые учащи- 
в качестве 
какой вам 


в том, чтобы, пользуясь приведенными выше правилами и форму- 
лами тождественных преобразований, представить заданное вы- 
ражение в более простой, компактной форме. 

Из-за некоторой неопределенности понятия «простая форма» 
нет возможности указать какое-либо общее правило для решения 
задач этого типа, но для отдельных видов выражений можно 
достаточно определенно это сделать. Мы укажем эти правила на 
примерах упрощения разных выражений. 

Задача 3. Упростить выражение 

(2—6) (125) + (+8) (+35. 

Решение. Заданное выражение есть целое рациональное 
выражение. Для. его упрощения следует: 1) раскрыть скобки 
(те выполнить все указанные действия) и 2) привести подо- 
бные члены. Иными словами, надо данное выражение привести 
к стандартному виду многочлена. 

В данном случае получим: 

(2—5) (1425) + (1-8) (39) =, 
оао? 6—3 = —46 +2. 


Задача 4. Упростить выражение 
(2р—3) (4р?-+-6р-9) + (РЗ) (р’—ЗР-9Э). 


ацио- 
Решение Так как заданное выражение есть целое раци 


й задаче. 
нальное, то можно поступить так же, как в предыдущей зад 


что 

Но е словие, то замечаем, 
С ссмотреть У 

ны р дества \1.5 и \1.4, читая 


к каждому из слагаемых применимы тож 
ИХ справа налево, получим: 


- 2 бр 9) + (р-Е3) (2'— 3249) = 
об + 3) Вр’ ИРУ 94° 


Задача 5. Упростить выражение 
10 у ее 5 
х2— 95? 5, —ху УЕ 5ху` 


Решение. Данное выражение является рациональным, о. 
этому его упрощение сводится обычно к приведению к стандартно. 
му виду. Сначала нужно сложить все входящие в это выражение 
дроби. Следовательно, нужно найти общий знаменатель Этих дро 
бей, а для этого знаменатели надо разложить ‘на множители, 
Замечаем, что к знаменателю первой дроби применимо правило 
разложения разности квадратов, а к знаменателям второй 
и третьей дробей — правило вынесения общего множителя за 
скобки. Обозначив для простоты заданное выражение бук. 
вой М (так мы будем делать и в последующем), получим 

10 у 5 
ЕВЕ У (5у—х) 2+5)” 


Обнаруживается, что вторую дробь можно сократить 
на у. Кроме того, замечаем, что в знаменателе первой дроби 
имеется множитель х—5у, а знаменатель второй дроби (после 
сокращения) равен бу— х, т. е. отличается лишь знаком. Поэтому 
члены второй дроби умножим на — 1, получим: 

р 10 1 5 Е 
— @-5) <) кф я 


— хх (х-5у) —5 (х— 5) __ _10%—х? — бху—Бх--25у 
ие ОИ — 
х (х—59) (х+5у) х (х—5у) (х+5у) 


— _ 55-549 25у 
— хо) @45) ° 


Чтобы проверить, нельзя ли сократить (и следовательно, упрос» 
тить) эту дробь, нужно разложить на множители числитель. 
В данном случае это легко сделать, сгруппировав первое и четвер- 
тое слагаемое и второе и третье. Получим: 
мы 5) —х (+5) _ (и 6-Х 
хе) О) 5) ОБ) 


Видим, что дробь действительно можно сократить, после чего 


5—х 
получаем ответ: Я 
Очевидно, что больше упростить это выражение нельзя Что 
касается указания в ответе области определения полученного 
равенства, то существуют разные точки зрения на этот счет Одни 
математики считают, что в таких равенствах указывать область 
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определения нет нужды, другие же 
В данном случае, если придерживаться последнего требова 
следовало поступить так. Сначала установить область оп р 
ния исходного выражения. Она такова: Х5Е0, у--0 трее 
Затем в процессе преобразования все время следить 7 Веры. 
ем этой области. Такое изменение могло произойти при сокраще- 
НИИ дробей, но так как мы сократили на у и на х-5у, которые 
В области определения не равны нулю, то изменения области не 
произошло. Поэтому окончательный ответ следует сформулиро- 
вать так: 


требуют такого указания. 


5—х 
ат при х=2-0, у=Е0, х-- + 5у. 


х ( 


Задача 6. Упростить выражение 36 


Речиение. Заданное выражение есть корень из одночлена. 
Его упрощение обычно сводится к следующим операциям: 

1) произвести все указанные в выражении действия (возвы- 
шение в степень, извлечение корня из корня и др.); 

2) освободиться от дроби под: знаком корня; 

3) вынести за знак корня все рациональные множители; 

4) сократить показатель корня с показателями подкоренного 
выражения. 

Однако предварительно нужно установить условия, при кото- 
рых данное выражение имеет смысл, т. е. найти область его опреде- 
ления. Так как имеем арифметический корень, то цодкоренное 
выражение должно быть неотрицательным, а поэтому а’, а следо- 
вательно, и а>0 (1); 5?, стоящее в знаменателе, должно быть 
отлично от нуля, значит, 6520 (2). 

Преобразование корня в данном случае удобнее АТВ 
второй операции, а именно освободиться от дроби под знаком 
корня. Для этого умножим числитель и знаменатель подкоренного 
выражения на такой множитель, чтобы в знаменателе получить 
произведение, из которого целиком извлекается корень. Очевидно, 


что нужно умножить на 36°, получим: М=36 


Извлекая корень 4-й степени из знаменателя, мы получим ЗА. 
ибо согласно условию (2) знак Ь неизвестен, а в таком слу 


4 
*—|6|. Получим: 
Определению арифметического корня У. 16 . 


4 3 
4 Е] ь 27 2 
3 р воза" \/а*=-ьт Зь’а`\уа. 
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Теперь можно вывести рациональный множитель за зна 
ня на основе правила \УП.6. Для этого смотрим, показатель к 
переменной под корнем не меньше показателя корня. Видим 
показатель а равен 7>>4. Значит, можно вынести За знак 
ня а. Учитывая условие (1), получим: 


акой 
› Чо 
Кор. | 


Для того чтобы выполнить извлечение корня из корня, Можно 
поступить двояко. Можно сначала множитель, стоящий перед 
внутренним корнем, подвести под знак этого корня, а затем уже 
извлечь корень из корня: 


4 3 
м. 27а%6а2— 


12 
=> 27а 156 


Можно сделать иначе, а именно сначала извлечь внешний 
корень из произведения, а затем полученные результаты перемно- 
жить, приведя их предварительно к общему показателю: 


нрч 31 
М=——\36 а уа“==—— 
161 161 
Теперь, учитывая две возможности знака 6, получаем такой 


12 
дтвет: М @ 274166 если 6> 0, а>0, 
: т 12 
—а `\27а' 66 если 6—0, а>0. 


3 


Задача 7. Упростить выражение 


› чтобы знаменатель 
Это будет при условии: 


а=-Б. (1) 


Теперь выполним указанные действия, т. е. приведем выра- 
з 


Е) Е) з 
жение к виду дроби: м=№- 0—9 _ № 


Е а 
\№-  \—% 
Дальнейшее упрощение этого выражения может заключаться 
в избавлении от корней в знаменателе (как говорят: избавиться от 
иррациональности в знаменателе дроби). Так как в знаменателе 
кубические корни, то, чтобы получить рациональное выражение, 
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надо каждый из этих корней возвысить в куб, т.е. надо 
азность кубов этих корней. Для этого воспол. = о 


лучить 

воспользуемся то. 

7 р сим слителрт Е Е 

вом У1.5 и умножим числитель и знаменатель по лученной би 
Оу д а 


о 3— 3— 3— е 
) + Уа-\Мь- 6) = 
КУ Уа + Уаь --\Уь?. 
Получим: 


3 — (3 — 
У5(У 
з 
(У2—% 
На основе правила УП.2 получим такой ответ: 
ЗЕ 
`\Уа5?-- 5 


п = 
В при а== 


Задача 8. Упростить выражение 


- : 1 1 в—с 
ЧЬ | Е 
т ве —6 с 
—ы Готаты перемк 


телю: Решение. Упрощение выражений с дробными показателями 
в производится так же, как и упрощение рациональных выражений. 
У Найдем область определения заданного выражения: 


$>0, с>0, В =. (1) 


у такой 
получае При этих условиях проще всего ввести следующие обозна- 
1 1 


чения: 6? =х, с?=и. Тогда заданное выражение принимает 


такой вид: 
ху Е х-у 4 
а 2* 2 2 ры 
Х—9  хиу ху—ху х-У 


равно —х*. Сле- 
(1) равно — 6. 


В результате его упрощения получаем, что оно 
Довательно, заданное выражение при условиях 
я 

эт (х—л) # "— 


Задача. Упростить выражение З . 
с0$ (5 +) (д—х) 
Решение. Для упрощения тригонометрических ЕН 
используются указанные выше многочисленные у 
групп Х—ЖХ. Выбор формул той или иной группы оеи ыы 
характером заданного выражения. В данном случае видим, 


2 Зирхи 
8 выражение входят функции от аргументов х— 7, 2’ 2 


чл 97 
° М. Фридман, Е. Н, Турецкий — 522 


л—х. Наличие таких аргументов показывает, 


пользоваться формулами приведения. Для их исп 
аргумент х—л заменить на л—х (т.е. 


что нужно 
ЮлЬЗования нал, 
изменить знак этого аргу 


л 
ментом Хе Для этого ВОСподь. 
зуемся формулами Х1 группы, 
мул ХТ. и Х1.3 имеем: 


эт (х—л) = ( === (—$1 (л—х)) (-& (—))- 


мента). То же проделать с аргу 


а именно на основе фор- 


=зш (л—х) в (2). 


зш (л—х) ш (-.) 


<05 (5+) в {л—х) 


Теперь применим формулы ХП.9, ХП.7, ХИ.14 и ХИ.12. Полу- 


чим: М—__ я 
тя (—с х) 


Полученную дробь можно сократить. Но для этого переменное 
| х должно быть таким, при котором $й1*=-0 и © х=Е0, т.е. х5 
| 5-й, где ке. При этом условии М = —1. 

| Примечание. Полученное равенство нужно понимать так. 
| Выражения, стоящие в обеих частях этого равенства, тождествен- 
но равны в общей области их определения (т.е. при условин 


ха лп, ПЕР) при дополнительном условии: хэлА, АЙ. 


Поэтому более точно ответ задачи следовало сформулиро- 
вать так; 


Итак, заданное выражение М — 


Е | при 5 ли и ХЕЛА, гепи РЕЙ. 


Но обычно общая область определения обеих частей тождествен- 
ного равенства не указывается, хотя иногда это требуется. 


Задание 17 


Решите задачи. 


а-2_, а а? 4 й 
17.1. Упростить выражение; _, _: я 


а? а’—а@—4а ааа, 
Укажите, какие операщии необходимо для этого выполнить и на 
основе каких правил тождественных ранен — эти операции и 
произвести. Оформите свое решение по пара аи схеме, в 
рой показаны для образца записи первых четыр: пераций. 
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9 На осно- 
= эпаний| Вании ка- | К какому выражен; 
у. оп ации выражени 
опера ЕР кого пра- применяется о. Результат 
ций ] вила 
т —| | 
Разложение 1.5 а?--2а а(а-4-9) 
на множители 1.5 а*—3а аа—2) 
знаменателей 1.5, У1.1 аз —4а а(а-2) (@—2) 
дроби 
Сложение и Е 
вычитание дро- | 1У4 аа 2) : 
бей в скобках а 4 а(а-+2) — (а*44)— (а—2) 
а(а-+ 2) (а—2) а(а-+2) (а—2) 
1 
— аа-2) 


17.2. Найдя ответ в предыдущей задаче, указать область изменения 
переменной а, в которой этот ответ имеет смысл. 


е- ы 
17.3. Упростить выражение { Е ЗИ ы Решение 
5 2—4 М4. 


оформите по схеме, указанной в задании ас 
17.4. При каком условии имеет смысл ответ, полученный вами в пре- 


дыдущей задаче? 


1У.4. Разложение на множители 


С необходимостью разложения выражений на множители вы 
уже встречались при приведении дробей к общему знаменателю, 
при сокращении дробей. Это же преобразование широко использу- 
ется при решении уравнений и неравенств. Поэтому научиться 
раскладывать некоторые простейшие выражения на множители 
крайне важно. 

В общем виде задача разложения на множители многочленов, 
уже не говоря о более сложных выражениях, средствами школь- 
ной математики неразрешима. Но в тех простейших случаях, 
которые встречаются в школьной и экзаменационной практике, 
достаточно тех методов, которые вы изучали в УТ классе (вынесе- 
ние общего множителя за скобки, применение тождеств сокра- 


щенного умножения, метод группировки). 
льзовать эти методы для решения 


Покажем, как следует исто. з 
задач разложения на множители различных выражений- 
Задача 10. Разложить на множители многочлен. 


бхзу-Е 3х2? — 3". 


Решение. Разложение на множители многочленов произв. | 

дится с помощью следующих операций в таком порядке: 
1. Вынесение общего множителя за скобки. Проверяем, г | 

имеют ли все одночлены, входящие в многочлен, общего МНОЖите. 


› ТО выносим его за скобки, если нет, то переходиу 
к следующей операции. 


2. Применение тождеств сок 


ращенного умножения. П 
ем, не представляет ли заданн 


щенного умножения ( 
лена, разность или сумма кубов). 


Применим эту пос 
гочлену. 


Все члены многочлена М и 


ледовательность операций к заданному МНО- 


меют общий множитель Зху. Выно- 
2, 


из них должно быть не 
менее двух членов, то, для того чтобы можно было произвести 


я всего три члена. В таком слу 


о сделать с первым 
членом. Тогда многочлен К принимает такой вид: 
К ху у 
Группировка его членов возможна таким образом: 
2 2 2 
К (9) + (хх) 
Видим, что первая группа членов п 
ность квадратов и, следовательно, к неи применимо соответствую- 


щее тождество, а ко второй группе применима операция вынес-- 
ния общего множителя х за скобки. Получим: 


К= (х—и) (ху) + х (ху) 


Рассматривая теперь полученные два произведения, видим, 
что они содержат общий множитель (РЯ) - Выносим его за 


скобки: К= (ху) (х—у-х) = (х-Ну) (2х—у) 
100 


Редставляет собой раз- 


троизвести 
се четыре 
таком с 

ьС перва" 


Тогда окончательно получим: 
дл Зуи [т 
М=Злху (ху) (2х— и). 


Задача 11. Разложить на множители выражение 


(9—2) (2—3 (х—у) 
Решение. При решении можно поступить двояким образом: 
|. Можно сначала заданное выражение преобразовать в мно- 
гочлен стандартного вида, а уже затем попытаться разложить его 
на множители. 
Применяя тождество \Т.3 (куб двучлена) 


и приведение по- 
добных членов, получим: 


М=у*— 32+ 3у2*— 23 23— Зах + Зах? — х34- х3— 3х?) | 
-+ Зху?— у3=3 (— у’ уг? — 2-х ху ху?). 
Сгруппируем члены многочлена, стоящего в скобках, как пока- 
зано, применим к этим группам операции вынесения общего 
множителя за скобки и тождество разность квадратов: 
М=3 ((— 2-2?) + (—2%- ху?) + (2х?— ху) ) = 
=3 (уг (2—9) —х (2—9) + х* (2—9)) = 
2 
=3 (уг (2—у) —х (2—9) (гу) Ех (2—у)). 


Теперь имеется возможность вынести за скобки общий множи- 
тель (2— у): 


М=3 (2—9) (уг—х (2) +’) =3 (2—1) (уг—хе-жу-х). 


В многочлене, стоящем во вторых скобках, произведем группи- 
ровку членов, а затем операцию вынесения общего множителя за 
скобки: 


М=З (2—1) ((42—х2) — (ху—х°)) = 
=З (2—9) (2 (ух) —х (у—х)) =3 (2—1) (у—х) (г—х). 


2. Можно же не преобразовывать заданное выражение к виду 
многочлена, а применить сразу операции по разложению на 
множители. В данном случае первые два слагаемых можно рас- 
сматривать как сумму кубов выражений (у—2) и (2—х), а поз 
му можно к ним применить соответствующее тождество. Получим: 


М= ((у—2) + (2—х)) (и—2)—(-2) 2—9 +е-9)+ 


+ (х— 9) = (у—х) ((и—2)*—(и—2) (2—х) + (2—х)) + 
+ («—9)* 


Видим, что в первом слагаемом имеется множитель 


а во втором (х—у9). Тогда, изменив знак второго слагае 
получим возможность вынести за общие скобки (и—х): мот, 


М=(у—х) (и—г)?— (у—2) (2—х) + (2—х)?— { 
В выражении 


, 


9—*)% {1 | 


Хх, произведен 
РУппе вынесеу 


ество разность | 


К, стоящем во вторых скобка 
В по два по порядку и в первой г 
ко второй группе применим тожд 


- 
=> 
< 
я 
= 
= 
и) 
о 
|) 
я 
5< 
ры 
= 
х 
[- 
[= 


за скобки (у—2)}, 
квадратов: 


К= (у—2) (уа—а-х) + (г—х—у-х) (а—х-у—х)= 


= (9—2) (у—22-+х) + (2—4) (г—2х-у). 


Изменим знак первого слагавмо 
общий множитель (2— и), который 


К= (2—9) ( 


го, для того чтобы получить 
вынесем за общие скобки: 


—У2а—х-2—2х-у) = (2—4) (32—3х) = 


—=3 (2—9) (2—х). 
Подставляя К в равенство (1), получим окончательно: 
М=3 (у—х) (2—9) (г—х). 
Задача 12. Разложить на множители 
4 (511 х-+ соз* х) —4 (5116 х+ с058 х) — $? 4х. 
Решение. Разложение тригонометрических выражений на 
множители производится с помощью тех же операций, что и раз- 


ложение рациональных выражений. Но естественно, что при этом 
используются формулы преобразований тригонометрических вы- 
ражений. 
В заданном выражении общих множителей нет, а вот тождест- 
во \1.4 можно применить к сумме $118 х-с058 х, рассматривая ее 
как сумму кубов зп? х и соз? х. Получим: 


М=4 (31“ х-со5* х) — . 
Г —4 (511? х-- 0$? х) (5 х— $1? х с05? х-- соз х) — п? 4х. 


: з $ 
На основе формулы Х.1 заменяем зй1?х-|- с05? х едини 
затем скобки и сделав приведение подобных членов 


М=4 эт? х с05? х— $? 4х. 


цей. Раскрыв 
‚ получим: 


Выражение 4 $1? х с05* х напоминает формулу синуса двойно- 
го угла. Используя ее, получим: 


М=эт? 2х — $11? 4х. 
102 


`В 


Дальше можно действовать по-разно 
тождество разность квадратов, а затем формулы суммы и раз 

сти синусов. А можно сначала применить формулы ба но- 
степени, а уже затем формулу разности косинусов. Оу 


му. Можно применить 


1 Е 
М=- (1 с0$ 4%) —- (1 0$ 8х) = (603 8х — 0$ 4х) — 


= — п 6х зп 9х. 


Задание 18 


Разложите на множители приведенные ниже выражения, указывая 
каждый раз, какие операции и формулы вы использовали в решении. 


18.1. ИИ уз —А\/х* 
18.2. х+- 4х -ЕЗ. 
18.3. с03? (х—и) — 1? (х-Ру). 


[У.5. Дифференцирование выражений 


В качестве примера особых преобразований выражений рас- 
смотрим дифференцирование функций, заданных каким-либо вы- 
ражением с одной переменной. 

Отвлекаясь от ‘содержательного определения производных 
функций, их нахождение можно истолковать с чисто алгебраиче- 
ской точки зрения как своеобразное преобразование выражений 
с одной переменной, с помощью которых заданы эти функции. При 
этом в результате такого преобразования получаются выражения, 
не тождественные исходным. 

Это преобразование — дифференцирование выражений — 
производится на основе правил и формул дифференцирования- 
. При записи этих правил и формул на знак производной следует 
от тоже, смотреть как на знак особого преобразования (операции, дей- 
атрива* ствия), также как вы смотрели на знаки сложения, умножения 
и др. В записи правил дифференцирования буквы и и и обознача- 
ют любые выражения, а запись и (о) обозначает не умножение 
выражений и ио, а математическую операцию (взятие выражения 
и от выражения и) — как сложную функцию и эт о. 

Например, если и=х?, а о= зщ х, то 

и (0) = (т х)? == зи х, а 9 (и) = т х*. 
Если и=3*-+-х3, а = (х--2), то 
и (о) ЕЫ @+2) | (1= («--2))°, ао (и) = (3-2). 

В формулах дифференцирования буква х обозначает любую 

переменную. 
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Приводим список правил и формул дифференцирования 


Правила дифференцирования 
П.1. (и о)’ и’ 


(производная суммы и разности). 
П.2. (и) = и’о-Рио’ 


(производная произведения). 


П.3 и Шо — и’ 
РЕ Ы > (производная частного). 


о 
П.4, (Еи)’= Ви’ (Е — постоянный мн 


ожитель). 
П.5. (и (5) == и” (0) 07 ( 


производная сложной функции). 


Формулы диф ференцирования 


Ф.1. (С)’=0, С — число. 


Ф.6. (с х)’= — .: : 
ы > эт х 
Ф.2. (5х7 = рх?—!, гдере А. Ф.7. (г*)’=е*. 
Ф.3. (5т х) = со х. Ф-8. (а") а" ша. 
Ф.4. (с0з х)’= —зшх. 1 
Е : Ф.9. (п И - 
$.5. (вх 1 
с057х 


Ф.10. (102.х)’= 


хша*° 


Если нам нужно найти производную некоторого выражения 
(функции), то должны поступать следующим образом. 

Е Устанавливаем, какие действия и в 
дятся над переменной в заданном выраж 

2. Если действие одно (за исключе 
отнимания от переменной числа), то неп 
соответствующую формулу дифференцирования, и на этом про- 
цесс нахождения производной заканчивается. 

3. Если же этих действий два или больше, а также когда 
выражение представляет собой сумму или разность переменной 
и числа, то устанавливаем, какое из этих действий последнее. 
Если этим последним действием является сложение. или вычита- 
ние, то применяем правило П.1, если умножение, то П.2, если 
деление, то П.3, если умножение на постоянное число, то П.4, 
а если какое-либо другое (возвышение в степень, извлечение 
корня, логарифмирование, нахождение показательной или триго- 
нометрической функции), то применяем правило П.5. 

4. В результате 3-го шага дифференцирование заданного вы- 
ражения сводится к дифференцированию двух более простых 
выражений, а в случае применения П.4 — одного. К каждому из 
них применяем последовательно шаги 1, 2 и 3-Й, и так до тех пор, 
пока дифференцирование не будет полностью закончено. 

Покажем применение этого общего правила на примерах. 

Задача 13. Найти производную функцию } (х) =1оез х. 


каком порядке произво- 
ении. 


нием прибавления или 
осредственно применяем 
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ешение. В данном выражении 

з ия, над ее - НЕЕ 
на функция, нал 1 и х производится всего лишь одно 
действие — логарифмирование. Поэтому ищем соответствую 
формулу дифференцирования. Ею является Ф.10. В оО 
С этой формулой получим: | (х) = (1063 х)'= - 


- хШЗ* 
Задача 14. Продифференцировать выражение 


хэтх-- Ш (1-12). 


решение. В данном выражении над переменной х произво- 
дятся следующие действия: 

1) взятие синуса от х; 2) умножение (х на зтх); 3) возвыше- 
ние в квадрат Хх, 4) сложение (1 и х?); 5) логарифмирование (п 
от 1-52); 6) сложение (результатов 2 и 5 действий). 

Так как действие не одно, то применяем правила дифференци- 
рования. Последним действием является сложение. Поэтому при- 
меняем правило П.1. Получим: 


(хп х-ЫШ (1 4-х?) )’ = (х эп х)”-- п @-=))’. (1) 
Теперь нужно найти производные двух выражений. Находим 
отдельно каждую ИЗ НИХ. 


В выражении х эт х последним действием является умноже- 
ние. Поэтому применяем к нему правило П.?: 


(хэш х)”= (х)’ эт х-х (эт х)”. 
Теперь можно применить формулы Ф.2 и Ф.3. Получим: 
сад ыв хх (сов ИЯ 605 (2) 


Во втором выражении п (1-Е >?) последнее действие есть 
логарифмирование. Поэтому применяем правило 1.5: 


(т (1-5?) =’ (1-х?) 1+)”. (3) 
Обозначение №’ (1-х) следует понимать так: производная 


й я - 
натурального логарифма от (1-х), когда Пя рассматри 
вается как одна переменная. Тогда по формуле *- имеем: 


1 
й Е 
п (ЕЯ = 


нахожден -- < меняем сначала правило 1.1, а за- 
ый ж ия (1 Хх ) при! 


тем формулы Ф.1 и Ф.2: ах)’ = +) 
Подставляем полученные результаты в (3): 
Е (4) 

(п (= 
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Теперь, подставив из (2) и (4) в (1), найдем окончательн, 


(хзшх-Е№ (1+5) ) = зи х-- х с05 х+ —- 
х 


Задание 19 


Продифференцируйте выражения, записывая процесс решения так 
же, как было показано в решении задачи 14. 
19.1. 108з (х3+- 2-5). 


19.2. (х-- 1) зтх-—х с0$? х. 


ГУ.6. Задачи на построение 


Задачи на построение являются традиционными задачами 
в курсе геометрии. Разработкой методов решения этих задач 
математики занимаются еще с времен Древней Греции. Уже 
математики школы Пифагора (УТ в. до н. э.) решили довольно 
сложную задачу построения правильного пятиугольника. В тече. 
ние многих веков математики проявляли живейший интерес к за- 
дачам на построение. Интерес к этим задачам обусловлен не 
только их красотой и оригинальностью методов решения, но 
и большой практической ценностью. Проектирование строительст- 
ва, архитектура, конструирование различной техники основаны на 
геометрических построениях. 

Обычно задача на построение ставится как требование из 
заданных элементов в соответствии с какими-то условиями, с по- 
мощью определенных инструментов построить названную геомет- 
рчческую фигуру или их совокупность, удовлетворяющих указан- 
ным свойствам. 


Таким образом, в любой задаче на построение следует разли- 
чать: 

1) заданные элементы и их характеристики (условия задачи); 

2) инструменты, с помощью которых можно выполнить требу- 
емое построение; 

3) искомую фигуру (или их совокупность) с указанными 
свойствами. 

Приведем пример. 

Задача 15. Даны прямая [ и точка А вне ее. Построить 
точку А, симметричную А относительно прямой 1, пользуясь 
одним циркулем. 

В этой задаче заданы два элемента: прямая / и точка А. Их 
характеристика (условие) состоит в том, что точка А находится 
вне прямой /[. Искомой фигурой, которую нужно построить, явля- 


106 


ЫмМИ 
Дача 
ИЯ МХ а. 


т. а 
Греции У» 

И ДОВОЛЬН 
ЬНИКа, В теч 


ется точка А;. Она должна обладать таким свойством: 

‹имметрична точке А относительно прямой [, И бах А! 
симметрии. Указаны и инструменты, с помощью которых й за ось 
быть осуществлено построение искомой фигуры, а о: 
циркуль. ) один 


Обращаем внимание на некоторые особенности геометриче- 
ских задач на построение. 


1. Заданные элементы искомой фигуры в задачах на построе- 
дие большей частью фактически не задаются, а лишь ука- 
зываются. В приведенной задаче сказано, что даны пря- 
мая [ и точка А вне ее, но фактически ни прямая [, ни точка А не 
даны. Мы можем их провести где и как угодно. В рассматривае- 
уой задаче это, конечно, совершенно несущественно. Но вот 
представьте, что надо решить задачу построения треугольника по 
трем сторонам. Одно дело, когда эти стороны (заданные эле- 
менты) фактически нам даны в виде натуральных отрезков. Тогда 
мы должны по этим отрезкам построить треугольник. Может 
случиться, что треугольник удастся построить, а может случиться, 
что этого сделать не удастся. И в том ив другом случае решение 
задачи на этом будет завершено. И совсем другое дело, когда эти 
стороны нам будут лишь названы как данные, но фактически 
в натуральном виде не даны. Тогда мы сами должны взять три 
произвольных отрезка и из них попытаться построить треуголь- 
ник. Удача или неудача в этом еще не завершает решения: надо 
еще установить, в каком случае мы сумеем осуществить построе- 
ние треугольника, а в каком нет. 

Итак, заданные элементы в задачах на построение могут быть 
даны в натуральном виде, а могут быть лишь названы © указанием 
их характеристик. В первом случае решение заканчивается по- 
строением искомой фигуры; во втором же случае необходимо а: 
установить условия, при которых это построение возможно. о- 
этому обязательным этапом решения задач на построение являет" 
ся этап анализа (или, как большей частью говорят, этап селова: 
ния) выполненного решения — построения искомон фигуры. 

2. Во всякой задаче на построение требование ее ха 
просто в построении какой-то геометрической фигуры, а А 
нии геометрической фигуры, обладающей указанными : - эх 
свойствами. Например, в задаче 15 нужно еРЫ она 
точку, а такую, которая обладае» следующим и о: Задан- 
должна быть симметрична заданной В трем 
НОЙ оси [. Или в задаче на построение треугольника р 


вообще треугольник, а такой, сторо- 
и. Поэтому естественно, 
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сторонам нужно построить не 
нами которого являются заданные отрезк 


что, после того как произведено построение 
нужно убедиться, что она действительно обл . 
занными свойствами. Этот этап п дач на п. 
строение обычно называют доказательством, хотя, по СУТИ дела 
это обычный этап проверки решения. } 

3. В задаче 15 указан тот инструу 


следует выполнить построение (циркуль). Однако обычн 
чах на построение инструменты не указываются. В этом случае 
предполагается, что построение должно быть выполнено с по. 
мощью так называемых классических инструментов — линейки 
(односторонней) и циркуля. 

Для того чтобы 
инструментах постро 
инструментов. 

Сначала решим ее, как указано в задаче, одним цирку 
Этого придется провести с помощью циркуля следующие 
ния (рис. 21): 


искомой Фигуры 
адает всеми 


роцесса решения за 


иент, с помощью 


Которого 
© В зада- 


понять, какое значение имеет указание об 
ения, решим задачу 15 с помощью Разных 


лем. Для 
построе- 


ка пересечения будет А). Это будет 
искомая точка Д:. - 


Решим ту же задачу, пользуясь одним угольником (с прямым 
углом). В этом случае придется провести следующие построения 
(рис. 22). 


Г) Через А провести АВ {. 
2) Продолжить луч АВ за точку В. 


Через А провести АР | ДВ. 

Взять на АР произвольную точку Е 
Через Ё провести ЕК 1 [. 
Провести АК. 

Провести ЕВ. 

Найти точку О пересечения АКи ЕВ 
Через О провести ОМ [. 

10) Провести ЁМ. 

11) Найти точку пересечения РМ с ДВ. Это 
точка А1. 

Из этого примера вам, должно быть, стало ясно, что с по- 
мощью каждого инструмента можно провести ограниченное число 
основных построений. Перечислим основные построения, которые 
можно выполнить с помощью классических инструментов. 


будет искомая 


С помощью одной. односторонней линейки можно 
выполнить следующие основные построения: 


Л.1. Построить отрезок, соединяющий две данные (или пост- 
роенные) точки. 

Л.2. Построить прямую, проходящую через две данные (или 
построенные) точки. 

Л.3. Построить луч, исходящий из данной точки и проходящий 
через другую данную точку. 


С помощью одного циркуля можно выполнить следующие 
основные построения: 
Ц.1. Построить окружность, если даны ее центр и отрезок, 
равный радиусу окружности. 
Ц.2. Построить любую из двух дополнительных дуг окружности, 
если даны центр окружности и концы дуги. 


Кроме основных построений, считаются возможными еще 
следующие основные построения: 
П.1. Построить (найти) точку пересечения двух данных прямых. 
П.2. Построить (найти) точки пересечения данной прямой с 

данной окружностью. а 
П.3. Построить (найти) точки пересечения двух данных окруж- 
ностей. 
0.4. Взять на прямой, или на окружности, или вне их произ- 


вольную точку. ыы 
П.5. Провести на плоскости произвольную прямую. 


задачу на построение с по- 
(линейки и циркуля), то до- 
следовательности ука- 
(Л.1.— Л.3, Ц.1.—Ц.2. 


Если нужно решить какую-либо 
мощью классических инструментов 
статочно свести решение этой задачи К по 


занных выше основных построений 


и П.1.— ПЗ). 
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Заметим, что тем самым необходимость В Фактическом пост 
ении отпадает. Но для того чтобы легче было Осуществить _ 6. 


т Сам 
построение, а затем после построения доказательство и иссл до 
ние, фактическое построение производят и получается Чат лядный 
чертеж. 


Кроме основных построений, рассма 
мые элементарные геометрическт 
обычно сводят более сложные по 


тривают еще так 
ие построения 


рическим построениям обычно 


Э.3. П 
9.4. П 


Э.9. Построить треугольник по стороне и двум углам 
жащим к ней. 


. по катету и острому углу, или 
по гипотенузе и острому углу. 


Покажем на примерах решение ге 
строение. Во всех задачах предполага 
классических инструментов. 

Задача 16. Пост, 
боковых сторон и р 


ометрических задач на по- 
ется построение с помощью 


решение. Сначала установим дан- 


ные элементы, искомую фигуру и те свой- —А 
ства, которыми она должна обладать. вы. 
Данными элементами Являются 
ис. 23) произвольный отрезок й, являю- 
щийся высотой в искомом треугольнике, о 
произвольный отрезок а, являющийся бо- 
ковой стороной в искомом треугольнике, ре 


и угол 9, являющийся разностью углов 
при основании искомого треугольника. 

Отсюда ясно, что искомая фигура (треугольник) должна удов- 
летворять следующим условиям: 2 

1) высотой, опущенной на основание (а за основание можно 
принять любую сторону), должен быть отрезок, равный й; 

2) одна из боковых сторон этого треугольника должна быть 
равна отрезку а; 

3) разность углов при основании треугольника должна быть 
равна углу <. 

Чтобы найти способ решения задачи на построение, обычно 
поступают следующим образом. Допускают, что задача решена, 
т.е в данном случае треугольник построен, отмечают в нем все 
данные элементы и ищут способ построения других элементов или 
путь сведения данной задачи к основным и элементарным построе- 
НИЯМ. 

Итак, пусть ДАВС искомый, т.е. тот, который нам нужно 
построить (рис. 24). Будем считать его основанием сторону АВ. 
Тогда высота СР есть заданная высота р, а боковая сторона ВС 
есть заданная боковая сторона а. Теперь нужно отметить на 
рисунке заданный угол 9. Для этого от большего угла при осно- 
вании АВ надо отнять меньший угол. Будем, например, считать, 
что больший угол А. Тогда, если ДВАК= В, то 2. КАС и есть 
заданный угол <. ы 

Можно сразу установить некоторые условия, которым лоажны 
удовлетворять эти элементы. Так как В и а являются соответствен- 
но катетом и гипотенузой ДА СРВ, то 


в—<а. (1) 


Что же касается угла %, То, каковы бы ни были углы Аи В, их 
разность, очевидно, есть отрый угол, т. ©. 


а—< 90°. (2) 


ой задачи. 
й способа решения эт й 
Я выни и сразу по данным эле- 


Ставим перед собой вопрос: можно л х 


Е 
- 


Рис. 25 


ментам построить искомый треугольник? Очевидно, что нет. Но, 
может быть, можно построить какую-либо часть искомой фигуры? 
Приглядываясь к рисунку 24, видим, что в прямоугольном треу- 
гольнике ВСР катет СР и гипотенуза ВС являются данными. 
Поэтому этот треугольник можно построить. Тем самым опреде- 
лится угол В, а зная угол ©, следовательно, сумеем к А ВСР при- 
строить ААСР и тем самым полностью построить искомую фигу- 
ру. План построения найден. 

Перейдем к построению. Будем записывать шаги построения, 
ссылаясь на номера основных и элементарных построений 
(рис. 25). 

1. 9.11. Строим прямоугольный треугольник ВСР по гипотену- 
зе ВС=а и катету Ср=й. 

2. Э.4. Строим 2. СВМ= (. СВМ= а. 

3. Э.6. Проводим ВЕ РВ. 

4. Э.4. Строим (РСА, = С МВЕ. 

5. 9.4. Строим (ОСА. = Г МВЕ. 

Полученные треугольники А1ВС и А›ВС искомые. 

Доказательство. 1) В каждом из этих двух треугольни- 
ков высота СО, опущенная на основание А1В или Аэ>В, равна по 
построению данному отрезку #. 

2) В каждом из этих двух треугольников боковая сторона ВС 
равна по построению данному отрезку а. 

3) Рассмотрим теперь разность углов при основании А\В или 
А›В. В АА,:ВС большим углом является угол А:. Тогда ДА,— 
— ив= (90°— 2 А, СО) — С В= (90° — 2 МВЕ) — (В= 

— /МВА, = /.В= 0. СВМ=а. В ААзВС большим углом явля- 
ется угол В, поэтому находим разность ИВ-—СА) и доказываем 
аналогично, что и она равна <. 

Исследование. Установим, при каких условиях можно 
выполнить указанные пять шагов построения. Очевидно, что пер- 
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ЧТО на, 
ОМой к» 
ГОЛЬНОМ те. 
ГСЯ Данни 
1 МЫ опреде. 
‹ ДВС) Пр 
Комую фиг. 


„построения, 
построений 


о гипотену. 


построения угла, анному (соотв 

н С МВЕ), и построения точки а и #- 
с прямой ВО. Построение угла, равного указанному, а 
можно, а вот нахождение точки пересечения получ 

с прямой нуждается в исследовании. 

Если луч ВМ проходит внутри угла СВЕ, то 4-й шаг всегда 
выполним. Если же ВМ проходит вне указанного угла (на 
рис. 25 ра от ВЕ), то здесь возможны три случая: 

} ` К. * 

И бе т, 
= } 2 -В, И. —2 >1 . В этом случае луч СА, 
пройдет вне угла ОСВ, поэтому АА:ВС построить нельзя. 

2) Если ВМ проходит правее ВЕ, так, что их ВЕМ< (.ОСВ, 
то СА; пройдет внутри С ОСВ, тогда ДА.ВС будет тупоугольный. 

3) Если же ВМ совпадает с ВЕ, то АА!:ВС совпадает 
с АСВ. Тогда получаем в качестве решения прямоугольный 
треугольник. 

Таким же образом исследуем 5-й шаг. Если луч ВМ проходит 
внутри 2 ОВС, то построить А А›ВС можно. Если же ВМ совпа- 
дает с ВД или проходит вне ДВС, то Х МВЕ> 90°, поэтому СА» 
не пересечет ОВ слева от Д, следовательно, построить ДА2ВС 
нельзя. 

Итак, видим, что при разных соотношениях между углами % 
и В задача может не иметь решения, иметь одно решение и иметь 
два решения. 

Конечно, можно провести исследование и более строго, устано- 
вить количественные соотношения между заданными элементами, 
соответствующие каждому случаю. Но это потребует использова- 
ния тригонометрических функций, что вряд ли предполагается 
В условиях У[ класса. > г я 

Задача 17. Построить равносторонний треугольник так, 
чтобы одна его веришна находилась в данной точке А, другая — 
на данной прямой ВС и третья — на дан- 
ной окружности. 

ешение. Пусть положение задан- 
НЫх точки А, прямой ВС и окружности 

0; г) таково, как оно изображено на 
рисунке 96. 

Допустим, что искомый равносторон- 
ний треугольник построен и занимает поло- 
жение АММ (рис. 26). Очевидно, что ни 
Весь, ни какую-либо его часть по данным 


луча 
воз- 
ченного луча 


Рис. 26 
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элементам построить нельзя. В так 

чаях полезно подумать, что мешае 
построении. Мешает, естественно, 
прямая ВС и окружность (0; г) н 
связаны и расположены совершен 
извольно. Мешает еще и то, чтови 
треугольнике нам известен лишь о 
элемент (его углы). 

Поэтому подумаем, нельзя ли устра- 
нить эти помехи. Как? 

Очевидно, что нужно как-то преобразо- 
вать данную ситуацию (расположение 
элементов) в такую, в которой данные эле- 
менты как-то связаны между собой. 

Точка А фиксированная, и угол МАМ 
тоже данный, известный. Отсюда возни- 
кает мысль повернуть окружность (0; г) 
вокруг точки А на этот угол, т. е. угол 60°. 
Тогда точка М совпадет с точкой М, т. е. 
это будет точка пересечения прямой ВС с новым положением 
окружности {0; г). 

Теперь можно провести построение (рис. 27). 

1. Л.1. Проводим ДО. 


2. Э.4. Строим 2 ОАБ=60° и Г ОАБ! =60° по обе стороны 
от ОА. 

3. Ц.1. Проводим из А как из центра окружность радиуса АО. 

4. П.2. Находим точки пересечения ОГ и О. окружно- 
сти (А; АО) с лучами Ари АБ:. 

5. Ц.1. Проводим из О; и О? окружности радиуса г. 

6. П.2. Находим точки пересечения окружностей (О; г) 
и (05; г) с ВС; на рисунке 27 таких точек четыре: №, №, М, 
и №. Это максимально возможное число точек пересечения одной 
прямой с двумя окружностями. Но вообще их может быть от 0 до 4. 

7. Ц.1. Проводим из А радиусом АМ, (АМ, АМ: и АМ№}) ок- 
ружности. 

8. П.2. Находим точки пересечения окружностей, построенных 
на предыдущем шаге, с окружностью (0; г), и из каждой пары 
точек пересечения выбираем в качестве точки Мь, М», Ми М, ту, 
которая лежит по ту же сторону от АО, по какую лежит соответ- 
ствующая ей точка М, №, Мз или № от АБ или АР. 

9. Л.1. Соединяем точки А, М: и М, А, Мь и М,, А, Мзи №, А, 
М и № отрезками. Получаем искомые треугольники АМ, №, 
АМ2М№., АМзМ№з И АМ4 №. 


ИХ слу. 
Г. нам В 
то, Что 
икак не 
но про- 
комом 
Дин его 
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Доказательство и исследование очевидны. 
ассмотреть случаи, когда точка А совпадает с 
ной окружности, ибо тогда описанное выше построение неп 

но. В этом случае решение задачи возможно лишь оао 
да ВС пересекает ину окружность (0; г) или наелени 
ее. Откладывая от каждой точки пересечения (или касания) по 


о 
обе стороны дуги в 60°, получим 4 решения (в случае пересече- 
ния) или 2 решения (в случае касания) 


Надо лишь особо 
центром О задан- 


Задание 20 


Решите следующие задачи на построение. 

20.1. Построить треугольник по двум высотам ДА, и й; и медиане та. 

20.2. Построить четырехугольник, если даны все его четыре стороны 
и известно, что одна из диагоналей делит один из углов пополам. 

20.3. Построить треугольник по двум углам Аи Ви периметру 2р. 

20.4. Построить параллелограмм по двум сторонам и углу между 
диагоналями. 

20.5. Построить отрезок данной длины так, чтобы его концы лежали 
на данных двух окружностях и чтобы он был параллелен данной прямой. 

20.6. Построить окружность, проходящую через две данные точ- 
ки АиВи касающуюся данной прямой. 


‚ кооль КСВ 


Глава У 
ЗАДАЧИ НАХОЖДЕНИЯ ИСКОМОГО 


\.1. Сущность решения уравнений и неравенств 


Уравнения, неравенства и системы уравнений и неравенств 
являются математическими моделями очень многих физических 
и иных явлений. Поэтому решение различных практических задач 
сводится к решению уравнений, неравенств и их систем. 

Уравнения и неравенства в разных учебниках определяются 
несколько по-разному. Однако более важно усвоить ны те или 
ИНЫЕ определения, а основные признаки этих понятий: 

1. Всякое уравнение или неравенство есть 3 адача. 

Записью этой задачи является равенство (неравенство) 
С переменной (переменными). Заметим, что раныше вместо «пе 
ременная» говорили «неизвестная». 

3. Уравнение или неравенство — это т 
требуется найти значение этой перемен 

4. Искомые значения переменной (перем 


НО найти в задаче-уравнении (неравенстве), 
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акая задача, в которой 
ной (или переменных). 
енных), которые нуж- 
должны быть такими, 


чтобы, будучи подставлены вместо переменной (переменны 
в уравнение (неравенство), они обращали его в 
зывание (верное равенство (неравенство) ). 

Эти значения переменной (переменных), 
уравнению (неравенству), называются решения 
равенства). В случае уравнения с одной пе 
называются еще корнями. 

Помните, что слово «решение» обозначает также и процесс 
отыскания решения. Так что каждый раз следует отдать себе 
отчет, о каком смысле слова «решение» идет речь. 

В чем смысл решения (как процесса) уравнения (неравен- 
ства)? 

Рассмотрим пока уравнения и неравенства с одной переменной, 

Всякое уравнение (неравенство) можно записать, как было 
указано, в виде равенства (неравенства) с переменной. Следова- 
тельно, всякое уравнение имеет такой вид: 


истинное ВЫска. 


Удовлетворяющиь 
ми уравнения (не. 
ременной решения 


Р(%) =Ф (я). (П 
А всякое неравенство такой ВИД: 
7 (%) ®ф (х), (2) 


где знак ® обозначает один из следующих: >>, <, > или <. 
Здесь { (х) и Ф (х) суть некоторые выражения (функции) от 
переменной х. Притом одно из них, т.е. | (х) или ф (х), может 
представлять собой некоторую постоянную функцию (число), 
в частности нуль. 
Областью определения уравнения (1) или неравенства (2) 
называется общая область определения функций } (х) иф (х). 
Простейшим уравнением считается уравнение вида 


х=а, - (3) 


где а — некоторое число. Это уравнение считает 
потому, что оно есть и запись задачи (найти значение, удовлетво- 
ряющее этому равенству), и запись ответа задачи: единственное 
значение переменной х, удовлетворяющее уравнению (3), есть а. 
Поэтому понятно, что решение любого Уравнения (1) состоит 
в том, чтобы свести его к простейшему уравнению (или к совокуп- 
ности простейших уравнений). 

По тем же причинам простейшим неравенством называется не- 
равенство вида хха или двойное неравенство вида 


аохо 6, (4) 


ся простейшим 


гдеаи 6 — некоторые числа. Решением простейшего неравенства 
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енства 
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является числовой промежуток. 
ствует промежуток (а, -- с), 


Так, неравенству 
. неравенству : 
промежуток (— <, а} неравенству ах 
межуток (а, 6} ит. д. ге 

Сведение уравнения (1) или неравенства Е 
или неравенствам простейшего вида производится Вы 
правил равносильности уравнений или неравенств. Как вы на 
равносильными уравнениями (неравенствами) считаются 
такие два уравнения (неравенства), множества решений которых 
совпадают в множестве чисел, на котором рассматривается реше- 
ние уравнении. Это значит, что всякое решение первого уравнения 
(неравенства) удовлетворяет и второму уравнению (неравенству) 
и, обратно, всякое решение второго уравнения (неравенства) 
удовлетворяет и первому. 

При решении уравнений используется еще понятие — след- 
ствие уравнения, а именно, если известно лишь, что все решения 
первого уравнения удовлетворяют второму уравнению (а обрат- 
ное неизвестно), то второе уравнение называется следствием 
первого. 

Например, следствием уравнения 2х--1=х-Н3З (а) является 
уравнение (х—1) (2х1) = (х—1) (х-3) (6), ибо уравнение 
(а) имеет один корень х==2, этот корень удовлетворяет и уравне- 
нию (6), но уравнение (6) имеет еще один корень х=1, который 
не удовлетворяет уравнению (а). Поэтому (а)=(6). Это же 
уравнение (а) имеет и такое следствие: 4х=9х--4 (в). Но в этом 
случае не только корень (а) удовлетворяет (в), но и корень (в) 
удовлетворяет (а). Поэтому не только (в) есть следствие (а), но 
и (а) есть следствие (в); а это значит, что эти два уравнения 
равносильны: (а) => (в). 

В математике установлены правила (теоремы), позволяющие 
преобразовывать данное уравнение (неравенство) в ему ее 
сильное. Заметим, что уравнения иногда а 
В следствия, а вот неравенства преобразовываются лишь в р 
носильные неравенства (подумайте почему). 

Напомним все эти и авила- льзуются такие правила. 

Для преобразований уравнений испо а 
У.1. Если $ (<) =Р (х) иф (4) =$ (х), то 


(о =Ф (*)) = (х) =Ф, (х)). 


Х>>а соответ- 
х<а соответствует 
” соответствует про- 


значает тождественное равенство. Это 


Здесь знак «==» 060 жение, входящее в урав- 


правило позволяет заменять любое выра 
нение, ему тождественно равным. Е 

= х (х) ). 
У2. (д =о (= Ы+РФ =? ФТ не 


Если к обеим частям уравнения прибавить (или отнять 
и то же выражение, имеющее смысл в области определени 
нения, то получим уравнение; равносильное данному. 


У.3. (| (х) =Ф (х))=({ (=) Е (х)=Ф (%) -Е (%)). 

Если обе части уравнения умножить (или разделить) на одно 
и то же выражение, имеющее смысл в области определения данно- 
го уравнения и в этой области не равное нулю, то получим уравнь. 
ние, равносильное исходному. 

Если же условие Ё (х) 5-0 не выполняется, то уравнение 
полученное в результате умножения обеих частей на Е (х), будет 
следствием исходного, а в случае деления на Е(х), наоборот, 
исходное будет следствием полученного. Это означает, что при 
умножении обеих частей данного уравнения на выражение Р (х) 
(когда неизвестно, что Е (х) ==0) можно лишь приобрести посто- 
ронние корни (т.е. корни, не удовлетворяющие данному уравне- 
нию), а при делении обеих частей уравнения на Р (х) можно 
потерять некоторые из корней данного уравнения. 


У.4. (РР (®)-Ь <). ©) =0-(р (<) =0) Ц (2 (<) =0) 1... 
Ц (4 ©) =0). 

Если левая часть уравнения есть произведение нескольких 
выражений, а правая нуль, то совокупность (объединение) урав- 
нений, левая часть которых есть сомножители произведения, 
а правая нуль, является следствием данного уравнения. 

У.5. (7 (х) =Ф (х))= ("= ф" (<). 

Если обе части уравнения возвысить в одну и ту же степень, то 
получим уравнение, являющееся следствием данного. Заметим, 
что если обе части данного уравнения сохраняют в области его 
определения неотрицательное значение, то, возвышая обе части 
уравнения в одну и ту же степень, получим уравнение, равносиль- 
ное данному. 

У.6. (&® =а°) (р (х) =Ф (*)), где а>0, а-21. 
У.7. (108а[ (<) =Ю5аФ (х))=>(} (х) =Ф (х)), где а>0, аз 1. 

Пользуясь этими правилами, можно решить любое уравнение. 
При этом когда мы пользуемся лишь правилами, в результате 
применения которых получаются равносильные уравнения, то 
никакой особой проверки решения уравнения не требуется. Если 
же использовалось какое-либо правило, применение которого дает 
лишь следствие данного уравнения, то проверка решения необхо- 
дима. За этим очень важно следить, ибо забвение этого приводит 
либо к приобретению посторонних корней, либо к потере корней, 
т.е. к неверному ответу. 

Для преобразований неравенств используются такие пра- 
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) о 
Я урав. 


ия. — 


степень, то 
‚ Заметим 
области © 


на. Бели | (%) =Р (х) их (*) =@ (х), то 


(Г (*) оф (<) (п Фо 
. к ФТ (%))). 
9, (Е (5) оф (х)) РЕ (оо (дк 
и вии, что Ё (х) имеет смысл в об аа, 
ного неравенства. 
н.3. Если Е при всех хе. то 
(Г (х) юф (4) ) => Ес 
Если Ё (х)< 0 при всех хев .= ®9 (*) Е (4). 
(Г (х) оф (х))= ($ (х) Е (х) о-! ф (*) Е (5)) 
где ® обозначает знак неравенства противоположного 
ея ® (т.е. если ® есть <, то ®-! есть > 
Н.А. Если 7 (х) >0 и ф (1) >0 в области их определе 
то ({ (х) оф (^))= ([" (х) оф" (4) ПО. пределения О, 
Н,5. Если а>1, то (а/® ва* 9) => (1(х) оф (х)). 
Если 0<а< 1, то (а оа°®)-> (| (х) ®-"ф (х)). 
Н.6. Если а>1, то (10а } (х) ® 10баф (х)) <> ({ (1) оф (х))П 
(7 (%) >0) П ( (*) >09). 
Если О<а< 1, то (109. Кх)о юв. 9(х))= (Ко -' %®)П 
й (7%) > 0) п (Ф()> 9). 
Перейдем сейчас к рассмотрению методов решения отдельных 
видов уравнений и неравенств с одной переменной, а затем и сис- 
тем уравнений и неравенств. 


при усло- 


ооласти определения исход- 


Задание 21 


Ответьте на следующие вопросы. 

21.1. Почему при решении неравенств не используется понятие «след- 
ствие неравенства»? 

21.2. Какое важное следствие вытекает из правила хр 

21.3. Что такое совокупность уравнений? 

21.4. Что такое совокупность неравенств? 

21.5. Какое следствие вытекает из правила У.3? 

21.6. При каком дополнительном условии в правиле У.7 вместо знака 
следования можно поставить знак равносильности? 

21.7. Какое следствие вытекает из правила Н.2? 

21.8. Какое следствие вытекает из правила Н.3? 


Задание 22 
Приведите словесную формулировку следующих У а 
22.1. Правила У.6. 22.2. Правила У7. 22.3. Прав С 
т) Н.3. 22.6. Правила Н.4. 


22.4. Правила Н.2. 22.5. Правила 
22.7. Правила Н.Б. 22.8. Правила Н.6. 


Задание 23 


Ответьте на следующие вопросы (см. с. 120). 


23.1. Как можно записать в виде одного уравнения с 


г р оВОКУпност, 

(объединение) следующих простейших уравнений: х=—2, ХЗ, д 

23.2. Какому неравенству соответствует числовой промежуток 
[-2, 3)? 


23.3. Какое простейшее неравенство равносильно совокупности 
(объединению) следующих неравенств: 
(< 0) Ц (0<х<2) Ц (2<х<3)? 
23.4. Можно ли изобразить совокупность неравенств ( 
Ц (х>3) в виде одного простейшего неравенства? 
23.5. Как можно записать в виде одного неравенства систему (пересе. 
чение) следующих неравенств: 


(3х-2<—2) П (3х+2>0) П (х°—2>0)? 


*<—2)| 


У.2. Рациональные уравнения 


Основными рациональными уравнениями с одной переменной 
являются линейные и квадратные уравнения. Их решение вам 
хорошо знакомо. 

Все остальные рациональные уравнения приводятся с по- 
мощью различных преобразований к этим основным уравнениям, 
т.е. к линейным и квадратным. Этими п реобразованиями 
являются следующие: 

1. Если уравнение дробное, то сначала приводят его к целому 
виду, умножив ‘обе части уравнения на общий знаменатель всех 
дробей. При этом нужно помнить, что согласно правилу У.3 мы 
получим лишь следствие исходного уравнения. 

2. Если уравнение целое, то используют два способа преобра- 
зований: а) замену переменных (введение новых переменных); 
6) разложение левой части уравнения ‘на множители, когда пра- 

| вая часть равна нулю. 
Покажем на примерах использование этих преобразований. 


3 - 
Задача 18. Решить уравнение тоиаарнииаия ЕВ 


| Решение. Данное уравнение дробное. Чтобы привести его 
| к целому виду, умножим обе части на общий знаменатель всех 
дробей: 


| х (х— 1)? (х-2) (х—3) 
| (ибо Е (х—1) (х-Е2)). Будем помнить, что получим 
лишь следствие исходного уравнения: 
3х (х—1) (х—3) = (х-2) (х—3) 3 (*—1)? (х-2). 
тия скобок и приведения подобных членов в каж- 

Ня анны - 

Перенесем теперь все члены в левую сторону и сделаем приве- 
дение подобных членов, получим: — 13х°-Е 19х =0. 
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Разложим левую часть уравнения на Множит 
ели: 


—® (13=—19) =0. 


а основании правила У.4 получ 
Н олучим совокупность двух линей- 
ных уравнений: —Х=0 и 13х— 19 =0, отсюда х= | 


бих=— 

Так как в процессе решения мы использовали преоб ры 
приводящие к следствиям уравнения, то Оби О 
Подстановка в исходное уравнение показывает, что х=0 ы а - 
посторонним корнем (ибо 0 не входит в область Е 


19 
уравнения), а -.; удовлетворяет уравнению. 
6 
Ответ: х=1- 5. 
Задача 19. Решить уравнение 
(Е х-- 4)? 8х (хх 4) +15х°=0. 


Решение. Очевидно, что приведение левой части уравнения 
к стандартному виду многочлена лишь усложнит уравнение. По- 
этому надо искать иные способы решения. Покажем два способа. 

1й способ. Он основан на разложении левой части на 
множители. Левая часть уравнения очень напоминает квадрат 
суммы выражений хх 4 и 4х. Но тогда третье слагаемое 
должно быть не 15х?, а 16х*. 

Это легко сделать следующим образом: 


(хх 4)? 8х (хх 4) 4 16х?—х?=0 


ИЛИ 


( (хх 4) 4х) 2—х2=0, 
(х-Е5х--4—х) (е-е5х-А-Ех) =6, 
ееах--4) (6+4) =0. 


На основании правила У.4 получаем совокупность двух квад- 

ратных уравнений: х?--4х--4=0 и х?- 6х 4=0. в 
Решив их, найдем множество корней: х! = —2, жз= ЗЕ №. 
2-й способ основан на подстановке: 


и х-4=у. (0) 


. 02 8х + 15х*=0. 
т инимает вид: У -8ху 
ры = ыы ожить на множители: 


Этот квадратный трехчлен легко разл ах 
(У-+-5х) (у-ЕЗх) =0. Отсюда находим, что у= : и ИВ 
Подставляя полученные выражения вместо у : 


Те же два квадратных уравнения, = 


Задание 24 


Укажите, какие преобразования нужно последовательн 


. о Произвести 
в процессе решения уравнений. 


2 > 
24.1. {х—2)8—19 (х—2)3-=216. 24.2. ыы (2). 
хо 6х 10 х-+3 


У.3. Рациональные неравенства 


Основными рациональными неравенствами являются линей- 
ные, системы и совокупности линейных неравенств с одной пе. 
ременной. Всякое линейное неравенство, а также системы линей. 
ных неравенств легко сводятся к одному из простейших нера- 
венств, а совокупности линейных неравенств — к одному или 
совокупности нескольких простейших. Здесь возможны следую- 
щие случаи. 

Линейные неравенства с одной переменной всегда с помощью 
тождественных преобразований обеих частей неравенства сводят- 
ся к неравенству вида ах-Н® ® сх-Ра, а затем и к неравенству 
(а—с) хо4-Ъ. Дальнейшее решение зависит не только от зна- 
чений коэффициентов в левой и правой частях неравенства, но 
и от смысла знака ®. 

Например, неравенство Зх- 5 <3х-8 или 0-х< 3 выполняет- 
ся при любом значении х, и, следовательно, его решением являет- 
ся вся область В, а неравенство З&-+5>3х--8 или 0-х>3 не 
выполняется ни при каком значении х, и, следовательно, это 
неравенство не имеет решений. 

Системы линейных неравенств с одной переменной одного 
и того же смысла всегда можно заменить одним простейшим нера- 
х> —2, 
х>3, 


венством того же смысла. Например, система х>2 
, 


равно- 


сильна неравенству х>5. 

Заметим, что 5 есть наибольшее из чисел, стоящих в правых 
частях простейших неравенств данной системы. 

х<3, 
Система 3х<2, равносильна неравенству х—< — 1. 
х<—1 
Число —1 есть наименьшее из чисел, стоящих в правых частях 
неравенств системы. 

и Е с одной переменной разного смысла или 
же приводятся к одному простейшему не Е , 
или же противоречивы и не имеют решения. Например, си 
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“ х>5, 


| 
: ы х<5, 3 
ч& х> 2, Равносильна системе из двух систем Е: ] 
| | 54 м { [х<5, | 
|} | х<4, 
— х<1. 
а Последняя система равносильна Е 


К > 3, 
<| которая про- 


т тиворечива и не имеет решений. о 
Ч Совокупности линейных неравенств, очевидно, всегда я ОНО 

| ‹ №. свести к совокупности простейших неравенств. 
у | ни 

а Что касается нелинейных рациональных неравенств с одной 
тей ь. переменной, то они с помощью особых преобразований, основан- 
Гон , ных на правилах НА — НЗ и приведенных ниже двух теоремах, 
НЫ С \Й сводятся к линейным неравенствам. 

о Теорема 1. Если в системе неравенств одно из них удовлет- 
ас воряется при всех значениях переменной (такое неравенство 
з ПО иногда называют тождественно-истинным), то, отбросив его, по- 
(ТВа своду лучим систему, равносильную исходной. 

Неравенитя 

й 2 

Е 0 

КО От х +120, бх—3< 

4 Например, $2х—3=<0, = 2х 350, 
авенства, 0 4—х?>0, 
ВЫПОЛНЯ" ибо неравенство х?-- 1>0 справедливо при любом хЕД. 
ием явля" Следствие. Если в неравенстве | (х) ф (х) ® 0 множитель 
зи 7 (х) такой, что | (х) > 0 при всех хеЕ В, то этот множитель можно 
тельно, 9 отбросить, т.е. исходное неравенство равносильно неравенству 

Ф (х) © 0. ; - 

И одно Например, неравенство х°—1<< 0, или, что то же, 
| : р 
шим (хи @-ЕХ-И <, 

АС Рх-1>0 
<. равносильно неравенству х— 1 < 0, ибо неравенство х а й ет ее 
ВИО является тождественно-истинным, т. е. выполняющимся прн. 

бом хЕЮ 
: Р(*) 1) 0 равносиль- 

Теорема 2. Неравенство на >0 или -, (,) м ы (х<0 

Н 0 или [ (х) Ф : 
в пр но соответственно неравенстви {| (х) Ф (х) > 


На и 0 о неравенс ву 
риме о равносиль 
р, неравенств 5 > ь 


естрогое, 
о Я рых ен зенаваие 
Эта теорема верна лишь при некоторых дополнит х) 


3 вносильно неравенству 
ий Например, неравенство „3 20 ра 


4 $ 
— что х5= — 5. 
и и (3%—2) (х4-3) >20 при условии, ЧО 2" оравенств можно про- 
Й ациона 
и ы ешение нелинейных Р ее 
; Зводить в такой последовате, 
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№ 
1-й шаг. Все. члены неравенства переносим в одн сторо 
(например, в левую), с тем чтобы правая сторона неравенс, 
была равна нулю. 

2-й шаг. Если левая часть неравенства есть 
ние, то приводим его к виду дроби, которую на 
2 заменяем произведением многочленов, стоящих в числителе 
и знаменателе дроби. 

3-й шаг. Многочлены, если их степен 
гаем на линейные 
дискриминантом. 


4-й шаг. Отбрасываем все множители, 
положительно при всех значениях переменной. 
Дальнейшее решение рассмотрим несколько ниже 
проиллюстрируем эти четыре шага на одном примере. 
адача 20. Решить неравенство 


1 г х 1 
еНИ 6-0" (#13 (#1) 


дробное ВЫраже. 
основе теоремы 


ь больше первой, разла. 


множители или квадратные с отрицательным 


значение которых 


‚› а пока 


ани” 

Решение. 

с 1 2 1 

1-й шаг. — 0. 
И ео ео и” 

2-н шаг (+022 (х— 1? 

ь НЕЕ 

(х+ 13 (х— 14 


(А-П +2 — (х—=1) 3) (+1? (#—1) 5>0. 


3-й шаг. х (х- 4) (+1) (х—=1) 0. 
4-й шаг. (х+1)?>0 при Хэ —Та (х—1)1>0 при х=21. 
Поэтому при этих условиях можно отбросить указанные мно- 


жители, т.е. (х-|1)?и (х—1)* Тогда получим, что исходное 
неравенство равносильно неравенству 


>0, 


ее) 20 их (И 


Дальнейшее решение возможно несколькими способами. Мож- 
но заменить данное неравенство совокупностью систем линейных 
неравенств, рассуждая таким образом. В левой части (1) имеются 
три множителя, произведение которых должно быть положитель- 
но. Очевидно, это будет тогда, когда или все эти множители поло- 
жительны, или один положителен, а остальные два отрицательны. 
Получаем поэтому совокупность следующих систем неравенств: 


х-+4>0, х+4—< 0, х-+4>0, 
о х-1<0, х-1—=0, 


х+4<0, 
х+1>0. 


х>0, х>0, х—<0, Е 


< = 


-- АНИ ЕИРА 
0 


Рис 28 


Решив эти системы, получим решение исходного неравенства 
конечно, при учете условия х=2 = 1. . 

Однако такой способ очень громоздок. Более удобен так назы- 
ваемый способ промежутков. Состоит он в следующем. Найдем 
корни левой части неравенства, т. е. те значения переменной, при 
которых каждый из множителей левой части обращается в нуль. 
В рассматриваемом примере это 0, —Ти —4. Изобразим их на 
числовой прямой, при этом если неравенство строгое, как в данном 
случае, то изобразим их в виде пустых кружочков. Если же нера- 
венство нестрогое, то в виде заштрихованных кружочков 
(рис. 28) Нанесем также точки в виде пустых кружочков, соответ- 
ствующие дополнительным условиям, в данном случае ХЕ-|, 

Точки, соответствующие корням левой части неравенства, раз- 
бивают всю прямую на области (в данном случае на четыре облас- 
ти) Рассмотрим знак левой части (Г) в каждой из этих областей. 

Если хе (0; -- со) (первая справа область), то х больше всех 
корней левой части и поэтому все сомножители положительны, 
а значит, положительна и вся левая часть неравенства (1). При 
переходе х в следующую слева область, т ©. В область (—1; 0), 
меняется лишь знак одного из сомножителей (а именно знак 
хе«-- > переходит на «—»), а все остальные сомножители сохра- 
няют свой знак, следовательно, произведение меняет свой знак на 
противоположный (было оно положительно, стало Илье: 
То же будет происходить и при переходе в следующую а 
ласть. Таким образом, знаки произведения (левой части нер ры 
ства) в выделенных областях чередуются, притом в первой стр а 
области знак всегда «--», а затем, идя справа налево, зна 
«Ч» и «—» чередуются. сны, выбираем те об- 

После того как знаки в област, Е ‚нном случае нам 
ласти, которые удовлетворяют нервом 0х + ®, 
нужно выбрать области со знаком «- >. Получае! 
—4<х< —1 при условии, что 98 Е 

Это решение можно записать еще и так: 


прое ца, +) 


хе (—4; 


2—3)? >! 
Ади, =. 
Задача 21. Решить неравенство 32х43) 


Решение. Переносим все члены в левую часть неравен 
2—3) 2— (205 З)? 
в : >0. 
(х?— 9х3) 2 
Раскладываем выражение, стоящее в числителе, на МНОЖите. 
ли. Полученное неравенство равносильно следующему: 


2х? (4х—6) (х?—2х 43)? 0, 


ства 
и приводим к виду дроби: 


Квадратный трехчлен х— 25-43 разложить на множители 
нельзя, ибо его дискриминант отрицателен. А вы знаете, что знак 
такого квадратного трехчлена одинаков со знаком коэффициента 
старшего члена, в данном случае этот трехчлен при всех х поло- 
жителен. Поэтому его можно отбросить. Точно так же можно 
отбросить и множитель х?, но при условии, что х520. Следова- 
тельно, при этом условии исходное неравенство равносильно тако- 
му: 2 (4х—6) >0. Или, отбрасывая множитель 8, получаем 
Х— 1,50 при условии. что х5=0. Отсюда, учитывая, что нера- 
венство нестрогое, получаем такое решение: х>> 1,5 и х=0. 


Задание 25 


Решите неравенства. 


2—3х+5 
25.1. (х—1) 3 (х—2)8 (х—3)7 (1—4) 90, 252 2 >06. 
@&— Пи —2) 8 (#3) 7х4) 8 век 


У.4. Иррациональные уравнения и неравенства 


Решение иррациональных уравнений и неравенств обычно 
состоит в том, что с помощью некоторых преобразований их 
заменяют равносильными им рациональными уравнениями, нера- 
венствами или системами уравнений и неравенств (зачастую 
смешанными системами, т. е. такими, в которые входят как урав- 


кроме рассмотренных выше замены переменных (введение новых 
переменных) и разложения на множители, еще и возвышение 
обеих частей уравнения или неравенства в одну и ту же степень 
При этом, конечно, нужно следить, чтобы не приобрести посторон- 
них решений. Поэтому полезно там, где это возможно, находить 
область определения уравнения или неравенства, а также область 
возможных значений решений. 
Например, приступая к решению уравнения 


МЗ, 


обращаем внимание на то, что левая часть уравнения есть раз- 
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ность двух корней, при этом при любых значениях хх—3 

оу < \=—3< +9, следовательно, эта ВЕНЫ 

отрицательна и не может быть равна и = всегда 

корня ух— 2. Значит, это уравнение не имеет ее ны - 
Решая уравнение о ани ия. 

область его определения. Она определяется у 

и5—х20, отсюда ы 


находим сначала 
словиями х—2>0 


2<х<5. т 


Но так как левая часть уравнения как сумма квадратных корней 
всегда неотрицательна, то возможные значения корней уравнения 
должны удовлетворять еще и такому условию: х—6>0. Но это 
условие противоречит условию (1), поэтому область возможных 
значений корней уравнения пустая и, следовательно, уравнение не 
имеет решений. 

Приступая к решению неравенства \х—2<1-х, следует 
сначала установить область определения неравенства. Она опре- 
деляется условием х—2 >20, или х>2. Но так как в этой области 
левая часть неравенства неотрицательна, то должно выполняться 
еще одно условие: правая часть неравенства должна быть неотри- 
цательна, т. е. 1—х>0, или х<!. Это условие противоречит 
ранее установленному х22, и поэтому данное неравенство не 
имеет решений. 

Приведем теперь примеры решения иррациональных уравне- 
ний и неравенств. 

Задача 22. Решить уравнение 


\х-- 3—4 /х—1- х-8—6/х—1=1. 


Решение. Устанавливаем, что во всяком случае подкорен- 
ное выражение внутреннего корня х—120; отсюда 

1 

%— (1) 


При этом условии выражения, стоящие под внешними корнями, 


можно так преобразовать: 


ми р: 
РЯ НЕО 6-1 


ити или 
и, и ЕТУ ть 


или 


УЕ +У-т-Э*-Ь 


После извлечения корня, учитывая, что знаки разностей Нам 
неизвестны, получаем такое уравнение: 


Кух—1-—21-5 В/х—=1— 3 =1. (@) 


Знаки разностей `\/х—1—2 и \/х—1—3 зависят от ТОГО, В ка. 
кой из трех возможных областей [0; 2), [2; 3] (3; Ко) находит. 


ся значение корня `\/х—1. Поэтому рассмотрим три случая: 


П 0<\х—1<2. Тогда тем более \У*— 1< 3. Поэтому уравне- 
ние (2) переходит в следующее: 


(2—\—П- (3—\-—1) =1. 
Отсюда 2 \/х—1=4, \Ух—1=2. А по предположению \х—1<2. 


Полученное противоречие показывает, что при указанном предпо- 
ложении уравнение корней не имеет. 

2) 2<\Ух—1=<3. При этом предположении уравнение (2) 
переходит в следующее: 


(Ух—1—2) + (3—\У-—Т =1, или 1=1. 


Это означает, что любое значение переменной, удовлетворяю- 
щее указанному условию, удовлетворяет и исходному уравнению. 

Из условия 2<\х—1=<3 получим после возвышения всех 
частей в квадрат (возвышать в квадрат можно, ибо все члены 
этого двойного неравенства положительны): о 


4х—15<9, откуда 5<х=< 10. 


Это значит, что любое хер; 10] удовлетворяет исходному 
уравнению (эти значения х удовлетворяют и условию (1)). 


3) \х—1>3. Тогда уравнение (2) переходит в следующее: 
(Ут += = 


или 2х —1=6, откуда \Мх—1=3, что противоречит принятому 
предположению, что \х—1 > 3. Значит, при этом предположении 
уравнение корней не имеет. 

Итак, получаем такой ответ: исходное Уравнение имеет 
бесконечное множество корней, а именно все действительные 
числа, принадлежащие промежутку [5; 10] 


3 з Е 
Задача 23. Решить уравнение Ух-34—Ух—3—1. 
Решение. Так как в уравнение входят корни нечетной 
степени, то областью его определения является вся область А. 
Покажем три способа решения этого уравнения. 
1-й способ. Возвысим обе части уравнения в куб: 
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З 


ЗЫ Е = 
руны. 


9—, 

\*— 3) "— 
3 

— (\х—3)3=1, 

ИЛИ 


3 ЕЕ 
345—349 


(х—3) =1. 
ы Произведем приведение подо 


оных членов и учтем, что р 


ь 3, азность 
х--34 —\х— 3 по условию равна 1, получим: 
О ВЕ 
37—3/(х- 34) (х—3) =1 
3 

о Отсюда Ух’ 31х— 102=12. Возвысим обе части последнего 
т уравнения в куб, получим: 

з х2--31х— 1027—1728, или х*--31х—1830=0. 
| 

* | Решив это квадратное уравнение, найдем: Х1=30 и х.= — 61. 


Проверка показывает, что оба найденных значения перемен- 
ной удовлетворяют уравнению. 
2-й способ. Введем новые переменные: х+34=у% х— 
ОИ, —3=2. 


вн Хх 34=у% 
НЯ Получаем такую систему уравнений: х—3=23 Вычтем почлен- 
В У —2=1|. 


НО ИЗ первого уравнения второе и преобразуем разность: 
$. 
37=у3—23= (у—2) ((у—2г)°-3у2). 
-. | Подставив вместо у—2 его значение из третьего уравнения, 


получим: 37=1-3Зу2, откуда уг = 12. 
Итак, нужно найти два числа, произведение которых равно 12, 


о а разность равна 1. Очевидно, получаем два решения: у=4, 2= 
=Зи у= — 3, == — 4. Подставляя найденные значения г в урав- 
3— — 
нение х—3=23 найдем х.=3- 33=30 и х=3- (—4)°= — 61. 
Е Получили те же корни. 
я 


и’ 3-й способ. ЗЕ Аьрь и — 8, 
х34—1 3х 8+3 (3) +3. 


, 2 ЖЕ 

и’ Пусть УЗ и, тогда 3у?+Зу—36=0, уу 12=0; и =3, 

у›=—4. Отсюда х,=30, х›= — 61. | "- 

| —х— 12 >. 
Задача 24. Решить неравенство `\)х —Х } 

ий Решение. Найдем сначала область определения неравенст- 

1 ва. Она находится из условия х2—х—12>0. 


‹ители: 
Разложим левую часть этого неравенства на множите 
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(х—4) (+3) 20, отсюда х24 или хз —3. (| 


В области определения левая часть неравенства неотрицатедь. 
на, поэтому если правая часть х< 0, то данное неравенство спра. 
ведливо, но, учитывая условие (1), получим такое решение: 


х<-— 3. (2) 


Если же правая часть неравенства тоже неотрицательна, т.с. 
х>0, (3) 

то можно обе части неравенства возвысить в квадрат, получим: 
®—х—12> 7, илих< —12. Полученное неравенство противоре- 


чит условию (3), следовательно, при этом условии неравенство не 
имеет решений. Остается окончательно такой ответ: х< —3. 


Задание 26 


Объясните, почему каждое из приведенных ниже уравнений не может 
иметь решений. 


26.1. 2х 3-4 —3—0. 26.4. ух--/х-9=2. 


ОО ВА ТЕЧ 26.5. \/х—^/х-ЕЛ8-Е2х=1 
26.3. \/4 —х--\/х—6=2. 


Задание 27 


Решите следующие иррациональные уравнения и неравенства 


4 4 
27.1/х-- 16=х—4. 27.2. \/97—х-- ух 5. 27.3. 1/5. 


\.5. Показательные и логарифмические уравнения 
и неравенства 


Решение разнообразных показательных и логарифмических 
уравнений и неравенств производится на основе правил У.6, 
У.7 и Н.5, Н.6. Пользуясь этими правилами, показательные и ло- 
гарифмические уравнения и неравенства обычно сводят к рацио- 
нальным уравнениям и неравенствам 

Приведем несколько примеров решения таких уравнений и не" 
равенств. 

Задача 25. Решить уравнение 


“27. кт. 325 +95 Зу9=8 


Решение. Представим все члены 
одного и того же основания. За общее 


уравнения как степени 
основание выби 

р ае! с- 
ло 3, ибо имеющие два других основания 27 и ыы 


7 Э-ларк 
вить как степени 3. Получим: легко предста- 
3-0 2,5х + 9,5 2 (2=—6) 
< — = ‚ 2,5х-- 9,5 2 (2х — 
3 (*—-0. = — ЕЕ 1+ ре _2 (2—6). 
3 3 = ‚или ИЗ 1 


Отсюда по правилу У.6 получаем такое рациональное уравне- 
ние: : 


6) 


Умножив обе части этого уравнения на 2 (х—1), получим 
равносильное уравнение при условии ЕН : 


2 (х—1) + 2,5х-+ 9,5 =4 (2х—6) 
Отсюда х=9. Так как это не противоречит условию (1), то 


получаем ответ: ЕО 
Задача 26. Решить уравнение 


1еу-Нв (у—2) в (у-2) = 3-21 (у+2?). 


Решение. Сначала найдем область определения уравнения 
Она определяется условиями 


у>0, и—2>0, у+2>0, отсюда у>2. (1) 


При этом условии можно в левой и правой частях уравнения 
заменить сумму логарифмов логарифмом произведения: 


ви (и—2) (и 2) = 3 4+2) 
Отсюда на основе правила У.7 получаем: 
у (4—2) (9+2) =3 (9+2) 
ИЛИ 
(1+2) (у и—2) —3 (4+2) =0. 
По правилу У.4 получаем совокупность двух уравнений: 
у2=0 и у?—5у—6=0. 


Решив их, найдем: у=—2, Е: у=6. Е 

Но первые два значения не удовлетворяют УоВиЮ - 
следовательно, не входят В область определения уравнения, 
т.е. это посторонние корни. Проверка третьего значения показы 
вает, что оно является корнем уравнения. 
Ответ: у=6. 
Задача 27. Решить уравнение 

109 +1 (хз— 9х- 8) ов, 1 (ХЕ!) =3. 
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Решение. Сначала найдем область определения Уравнения, 
Основания логарифмов и выражения, стоящие под знаком лога. 
рифма, должны быть положительны и не равны единице, 
х—1>0 их-+1->>0. Отсюда 


Жи (1) 


Что касается многочлена х3— 9х- 8, то так как решить не 


венство х3—9х-+8>0 затруднительно, то пока оставим его 
исследования. 


поэтому 


ра- 
без 


Так как основания логарифмов различные, то, очевидно, целесо- 
образно преобразовать их к общему основанию. За общее основа- 
ние удобно принять х-{- 1. По формуле перехода от одного основа- 
ния логарифмов к другому (глава ТУ, формула УШ.6) получим: 


105 (х-+1) 
3 х-+1 те 
198.11 (х“—9х- 8). 1—8, 
так как 102,., (х-+- 1) =1, то 
106.41 (х°—9х- 8) =3 19 +1 (х—1) =1ю08 41 (*—1)3 


Последнее получено по правилу У1Ш.5. 
Теперь по правилу У.7 получаем такое рациональное уравне- 
ние х°—9х--8= (х—1)3 или 3—8 х3— 3524 Зх— |. 
Отсюда 3х?— 12% 9—0 или 40, 
Решив это квадратное уравнение, найдем: х,=1, х,=3. 
Первое значение не входит в область определения, ибо не 


удовлетворяет условию (1). Проверяем второе значение подста- 
новкой в исходное уравнение: 


Е] 


105. 8-106.4=3; 106,4?.108,2?—3; 3 ю8‹4-2 06,2=3. 


Так как 106.4=102,2=1, то получаем верное равенство: 3.2=3. 
Ответ: х=3. 
Задача 28. Решить неравенство 105, (2х—1) >2. 


Решение. Для того чтобы можно было использовать прави- 


ло Н.6, представим правую часть неравенства в форме логарифма. 
Получим: 


108, (2х—1) >10, х?. (1) 


Так как основание логарифма х может принимать значения 
как меньше 1, так и больше 1, то рассмотрим два случая: 
1) 0<—х=<1. Тогда неравенство (1) равносильно системе: 


2х—1=<х?, 
2х—1>0, 
= 0: 
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Третье неравенство системы при условии 0 
но-истинно, и его поэтому можно от 
ства можно преобразовать следу 


у << 1 тождествен- 
Оросить. Первые два неравен- 
ющим образом: 


х?—2х4+1>0 —1)? 
т или ие >0, 


Теперь первое неравенство полученной системы при условии 
0<х=<! также всегда выполняется, т.е. тожде , 


ственно-истинно, 
и его поэтому можно отбросить. Оставшее 


ся неравенство вместе 
авенства: 
бе (2) 


С условием 0<х< 1 дает решение исходного нер 


2).х>1 (3). Тогда (1) равносильно такой системе неравенств: 


2—1>х2 
2х—1>0, 
50: 


Первое неравенство этой системы противоречиво, ибо оно равно- 
сильно такому неравенству: (х— 1)? << 0. Поэтому и вся система не 
имеет решений. Следовательно, исходное неравенство имеет реше- 
ния, лишь определяемые неравенством (2). 

Ответ: 0,5<х<1. 


Задание 28 


Решите уравнение и неравенство. ы В 
28.1. (0,81) *—'— (0,9) 3+ (0,01) *— "8—9 (0,1) °=0. 
28.2. 105,_, (3х—2) > ю8,_, (2х—3). 


\.6. Тригонометрические уравнения 
и неравенства 


Решение тригонометрических уравнений и неравенств отлича- 
ется от решения других видов уравнении и неравенств, в Ы 
очередь тем, что в результате их решения получаем ее. 
серии решений. (Основные тригонометрические уравнения м нет Е 
венства достаточно подробно рассмотрены в ученике арт 
Поэтому ограничимся тем, что приведем сводку ов рее" 
ния этих уравнений и неравенств. Основными тригонометр 
ми уравнениями являются следующие: 

1) зтх=а. 

Если |а| 1, то уравнение не име 

Если |а| < 1, то его решениями явл 


ет решений. 
яются два бесконечных 
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Мб ив. 


множества значений переменной, определяемых Следующими фор 
мулами: 


х = агсзта-Н2Ёл и х= — агсят а- (2-1) л, где рей 
Иногда эти две формулы объединяют в одну: 
х= (—1) "агсзт а- пл, пЕЙ. 


Что собой представляют эти формулы, например 
х= агсзт а- Эл? (1) 


-.. агсзт а—9л, агсзт а, агсзт а-- 2л, .. (2) 


Заметим, что соседние члены этой последовательности отлича- 
ются друг от друга на 9х (период функции т х). Иными словами, 


В формуле (1) за начальный член с номером 0 в соответствую- 


щей последовательности (2), от которого в обе стороны идут 


х=Т (+3) 2л, 
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Рис. 29 


то ее можно упростить и записать так: х=А | 9рл 
5 л. 
Решение данного уравнения можно наглядно увидеть, если 


воспользоваться графиками функций. Графическое решение урав- 

нения зп х==а можно рассматривать как нахождение абсцисс 

точек пересечения графиков у=зшх и у=а. Строим на одном 

чертеже эти два графика (рис. 29). Для удобства масштабы на 

осях взяты неодинаковые. Если |а|>1, то график функции у= 

=а (прямая СО) не пересекает синусоиду ни в одной точке 

и поэтому в этом случае данное уравнение не имеет решений. Если 

же |а| <1, то график у=а (прямая АВ) имеет с синусоидой 

бесконечное число точек пересечения. Эти точки можно разделить 

на два класса. К первому относятся точки, отмеченные на рисун- 

ке 29 кружочками. Их абсциссы образуют бесконечную двусто- 

роннюю арифметическую прогрессию с начальным членом х! = 

= агсыт а и разностью (периодом) 2л. Ко второму классу отно- 

сятся точки, отмеченные на рисунке 29 крестиками, их абсциссы 

образуют также бесконечную двустороннюю арифметическую про- 

грессию с начальным членом л— х! =л — агс а и разностью 2л. 
Это же уравнение можно графически решить иначе, а именно 

на так называемой тригонометрической окружности. Для этого 

построим окружность единичного ра- 

диуса и проведем через ее центр две 

взаимно перпендикулярные оси коорди- 

нат (рис. 30). Для решения заданного 

выше уравнения на оси ординат найдем 

точку М, соответствующую числу @, 

и через точку М проведем прямую, 

параллельную оси абсцисс, до пересече- 

ния с окружностью. Очевидно, что 

пересечение произойдет лишь в СЛУ“ 

чае |а|<1. Полученные точки пересе- 

чения Си С, соединим с центром О, 


ый 7 тибе 
получим два угла АОС и АОС,, величины которых и ЯВЛЯЮТСЯ 
решениями уравнения $т х=а. Но углы АОС и АОС, яв 


ЛЯЮтся 


ных с0- 
отличающихся Друг от 


оэтому мы и получим 


представителями бесконечных множеств углов, Образован 
ответственно лучами ОАс ОСи ОАсОС,, 
друга на целое число полных оборотов. П 
приведенные выше две серии решений. 

2) с0$ х=а. 

Если |а|>>1, то уравнение не имеет решений. 


Если |а|<1, то его решениями являются 
множества значений пе 


мулой: 


два бесконечных 
ременной, определяемые следующей фор- 


х = = агссоза-- 2/л, ре. 
3) в х=а. 
При любом а его решения задаются формулой 


х=агс(еа- Ал, ВЕ Й. 
4) се х=а. 
При любом а его решения задаются формулой 


х = агсс{4 о а- Ёл, Ве. 


Приведем решения 
неравенств: 

1) зтх<а. 
Если а 1, то х — любое. 
Нели <а=< 1, тол— агсзт а-+2л<х-<агсзт а-+2л (1) 
Если а< —1, то неравенство не имеет решений. 

2) зпх>а. 
Если а> 1, то неравенство не имеет решений. 
Если — | <а—<1, то агсзп а 2л<х<л—агсзт а- -2Ёл. 
Если а< — 1, то х — любое. 

3) шх=<а. 
При любом а данное неравенство равносильно множеству (беско- 
нечному) простейших неравенств, определяемых формулой 


некоторых основных тригонометрических 


— У Ал < х<агсща- Ал, РЕ 7. 


4) ех>а. 
При любом а решения задаются формулой 


агс ах ил. 


нения 
Решение любого неосновного тригонометрического урав 
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ометрических 
ие 


нли неравенства сводится к р 
основных уравнений или нераве 
ных уравнений и неравенств к основным производ 
азличных преобразований на основе формул 
преобразований тригонометрических функций (глава 1У, форму- 


лы группы Х—ХХ), а также с помошью замены переменных 
и разложения на множители. 


Приведем несколько при меров. 


ешению одного 


или нескольки 
НстВ. Процесс св - 


едения неоснов- 


Задача 29. Решить уравнение соз? ЕН = рых 
. ак И. 


Решение. Рассматривая с05 (+=) как переменную, ви- 
дим, что левая часть уравнения представляет собой разность 
квадратов этой переменной и |. А так как правая часть уравнения 
есть нуль, то применим преобразование разложения левой части 
на множители. Получим 


-обеееоны 


Это уравнение равносильно совокупности двух уравнений: 


Е -1=0 и с03 (+ )+1=0, 


3 


Хх л > > ы. 
Если теперь в этих уравнениях заменить а новои перемен 


ной (явно или мысленно), то каждое из них представляет собой 

основное уравнение и к ним тогда можно применить Е 

выше формулы. Получим для первого уравнения: Е 
х 


л 
РЕ р ^ —9рл, откуда 
= + агссоз 1+ 2рл. Так как агссоз 1 =0, то 5-Е; 2л ) 


х= — ЗА айл. (0 


х л с 
й ця =. + агссо$ ( у 
Для второго уравнения найдем: 5 Е -з = = 


& л 
ее: лучаем: =-- = 
+2тл. Учитывая, что агссоз (—1)=л, полу 5 РЗ 


== л--2щл. Отсюда 


= — ол (2т-\. (2) 


Формулы (1) и (2) можно объединить в одну: 


х= ил, 


(3) 


ибо в формуле (1) 2л повторяется 2 раз, т. е. четное число 
ав формуле (2) 2л повторяется 2т--1 или 9т 
число раз. Следовательно, объединяя их, 2лп 
число раз, что и сделано в формуле (3). 


Данное уравнение можно решить проще, воспользовавшись 
тождеством Х.1. Получаем: 


зи" (5+0. 


РЕЗ С: нечетное 
овторяется ЛЮбоь 


Задача 30. Решить уравнение 15 х--15 Зх=2 зп 4х. 
Решение. Сначала установим область определения этого 


л 
уравнения. Она определяется такими условиями: ХУ лт и 


Зх + лА или ха. Нельзя 


НИТЬ? Легко видно, что первое условие есть частный случай второ- 
го. Действительно, если в формуле второго условия положить 2 = 
К Зт-1, то вторая формула переходит в первую: 


ли эти два условия объеди- 


: вех (Зт-Е 1) Ем ли, 


Поэтому оба условия в совок 


Упности равносильны одному второ- 
му условию. Значит, область 


определения уравнения такова: 


ХА, РЕЙ. (1) 


| Теперь можно переходить к самому решению. 
| Замечаем, что аргументы входящих в уравнение функций 
| различны. Поэтому надо так преобразовать уравнение, чтобы 


ь : эт 4х з : 
чить эм 4х. Получаем: совясов 8х = 2.51 4х, или зп 4х— 


=2 $1 4х с05 х с0$ Зх. Отсюда 
зт 4х (1—2 с0$ х соз 3х) =0. (2) 


Уравнение (2) распадается на два уравнения: 


1) зп 4х=0, откуда 4х=лл, х=-и; 3) 
2) 1—2 с05 х с0$ Зи==0. 


В этом уравнении имеем произведение косинусов, поэтому 


применим формулу ХПХ.2. Получим: 1 —с0$ 2х — соз 4%—=0. 
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бы привести функции ко ; ; 

иж Ве на ЗРУМОу, зашении | 

(| соз4х пб рмуле понижения степени ХУ-1 2129 т 

получаем такое уравнение: 2 $11? 2х — со 2—0 бы 
ь получили уравнение, вк : 

Тепер аи а : котором разные Функции одного 
аргумента. му зна привести их к одной функции. Легче 
это сделать, выразив зш” 2х через косинус того же аргумента по 

у . 2 = Хх 
формуле Х.1. Получим: 2 (1— 032 2х) — с0$ 9х—0 

Раскрыв скобки и изменив знаки всех 


членов на обратные, 
получим квадратное уравнение относительно со$ 9х: 


2 с0$? 2х с05 9%—9—0. 


По формуле корней квадратного уравнения получим: 


с05 2х ЕЕ, 


47 


Так как | ит >Ь, то этот корень отбрасываем как 


ы М7 
посторонний. Остается с0$ 2х=———_, откуда 


7—1 
2х = + агссо$ УЕ 2тл, 


1 
х= => 


агссо$ 


тя. (4) 
Теперь необходимо сделать проверку принадлежности найден- 
ных решений области определения (1). 
Й ‚дов- 
Решения, определяемые формулой (4), очевидно, реа а 
летворяют условию (1), и их нет нужды проверять. 


> В нуждаются. 
ния, определяемые формулой (3), в такои проверке ну 
п _ И Я, Отсюда Зи =2- 4. 
Для этого допустим, что 1 И=6 г , питье 
Так как п и & — целые числа, то правая часть НИЯ Ё по- 
на 3. Это будет тогда, когда Е=3/-+ пря оывАЯ 
лучаем, что Зи =2--4 (31-51) =6- 126 отс ля того чтобы реше- 
Полученное равенство показывает, что, В области опреде- 
ния, определяемые формулой (3), У 83 
ления уравнения, нужно, чтобы == Е 


Итак, получаем такой ответ: 


хе", п==2- 41, пи = 


- тл, пе} 


Как видим, решение тригонометрических уравнений 
довольно сложное. Еще сложнее решение тригоном 
неравенств. Рассмотрим довольно простои пример. 


Задача 31. Решить неравенство 16 х>> с05х. 
5шх 
сос х- Получаем неравенство: 


ело 
оТРических 


Решение. Заменим { х на 


зтх 


=_= 605% (1) 


Чтобы избавиться от дробей, нужно умножить обе части не 
венства на со$ х. Но это возможно лишь тогда, когда известен з 
этого множителя. Поэтому рассм 


ра- 
нак 
отрим два возможных случая: 


1) с0зх>0. Тогда из (1) получаем 


т х>> с03?х, или зт хХ>1—зт?х, зп хз х—1>0. 


Найдя корни квад 
ти (2), можно разло 


(2) 
ратного трехчлена, стоящего в левой час- 
жить этот трехчлен на множители: 


(о х-+ о ) (= „№10 


Первый множитель левой 


части всегда положителен, ибо 
5+1 : 5—1 
1 Поэтому достаточно, ‘чтобы зт х— ие >0, отсюда 
Е 5—1 
1 —— — Итак получили такую систему основных нера- 
венств: 


с0$х> 0, 


л л Ма г 
а агс$шт се 


А эта система равносильна такому двойному неравенству: 


№\—1 


Н л 
агсзт— <<. 


Теперь, чтобы получить общее решение системы (3), достаточ- 
но к левой и правой частям последнего неравенства прибавить 
целое число периодов: 
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6 
агсзт 


23 
о - л 
я 2х == э--2^л, КЕЙ. 


2) с0з х<0. 
получаем такую систему ос 
Аналогично получаем такую систему основных неравенств: 


Решение этой системы на первом периоде [0; 2л]: 


к 


са Е 
л— агсзш №2 << За. 


АСЯ Е 
Общее решение: л — агсзт + 2лл << ол-Е ли, пех. 


Итак, исходное неравенство имеет два общих решения: 


агсзп лайт, ВЕЙ, 


№\-1 


л— агс$т — 2х5 пля, ПЕЙ. 

Как следует понимать эти решения? Их следует понимать так- 
В каждом из них соответствующие параметры # и п принимают 
всевозможные целые значения. Тем самым получаем две двусто- 
ронние бесконечные (т.е. бесконечно протяженные в обе сторо- 
ны) последовательности промежутков изменения переменной х, 
в которых справедливо исходное неравенство. Обозначив для 

5—1 


простоты агсзт \—— 


буквой ©, получаем такие две последова- 
2 


тельности: 


.› (&—2л; —1,5л), («: 5} («+ 2л; 2,5л), (я 4л; 4,5л), -- 


..(—а—п; —0,5л), (п— а; 151), (—а- 3л; 3,59), -- 


З р й прямой, то 
Если изобразить эти промежутки на цислово" 1 


И тва (рис. 31). 
получим наглядное изображение решении Е {р 


Задание 29 


Выполните следующие задания. 

29.1. Решить уравнение (2х 30°) +\/3=0 и изобразить в виде 
последовательности его решения. 

29.2. Решить уравнение (4 $1? х—1) (4 с05 х—1) зт Х 60$ х=0 
и полученные формулы решений объединить в одну общую формулу 
решений. 

29.3. Решить неравенство эт х > $1 3х. 


\У.7. Системы уравнений 


Основная идея решения систем уравнений состоит в свертке их 
в одно уравнение с одной переменной. Эта свертка системы урав- 
нений в одно уравнение производится главным образом с по- 
мощью двух методов преобразования систем: 

1. Способ подстановки, когда одну из переменных какого-либо 
уравнения системы выражают через остальные переменные этого 
уравнения, а затем полученное выражение подставляют вместо 
этой переменной во все остальные уравнения системы. Тем самым 
число уравнений и число переменных уменьшается на единицу. 
Действуя таким образом, в конечном итоге и получаем одно 
уравнение с одной переменной. 

2. Способ сложения, когда, складывая или вычитая почленно 
два уравнения системы (обычно предварительно как-то преобра- 
зованных), удается исключить одну из переменных и тем самым 
уменьшить общее число переменных системы. Кроме того, конеч- 
но, при решении систем уравнений используются и общие методы 
решений уравнений: замена переменных и разложение на множи- 
тели. Из-за недостатка места здесь не касаемся очень важного 
вопроса о равносильности систем уравнений. 

Покажем на нескольких примерах использование всех этих 
способов и приемов. 

Задача 32. Решить систему уравнений: 


Решение. Видно, что корни, входящие во второе уравнение 
одинаковы с корнями, входящими в первое уравнение. Но для 
этого их нужно несколько преобразовать: вынести из знаменате 
лей`рациональные множители. Затем для простоты умножим все 
члены второго уравнения на 2. Получим систему: 
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[5 
= = 
Ее Е 


и. Тез самых 
Я на единиц. 
олучаем одно 


итая почленно 


Введем такие новые переменные: 


АОН = 
ах № = (2) 


систем ый 
Тогда система (1) перейдет в систему рациональных урав 
: ы нений: 


м 
52 —3#=38. 


Эту систему можно решить способом сложения, р 
предварительно умножим члены первого уравнения на т ее 
сложим почленно оба уравнения, тем самым переменная г а 
исключена и получим одно уравнение с одной переменной: Ти 
=110, отсюда 2=10. Подставляя найденное значение = о нераое 
уравнение системы, найдем #=4. 

Теперь из системы (2) после возвышения обеих частей этих 
уравнений в квадрат при найденных значениях 2 и Е получим 
такую систему: 


Я-ЕУ = 

о = 100, феи 

-= или 

НЕ х— у=48. 
3 . 

Онять применим способ сложения. 
членно уравнения последней системы, 
отсюда х= 124, у=76. 

Задача 33. Решить систему уравнений: 


1е (ху) =2, 
102, х—4=1083— 06+. 


Складывая и вычитая по- 
найдем 2х=248, 2у=152, 


бласть определения уравне- 


Решение. Сначала установим о 
под знаком логарифмов, то 


т 
ий системы. Так как х и 9 находятся 
имеем: 

(1) 


х>0, у>0. 


ем (так 
ических) 
уравне 
рифмов, что мож 


же как и иррациональ- 
обычно состоит В све- 
ний. Для этого, естес- 
но сделать 


143 


м. логарифмических сист 
ен оказательных и тригонометр 
ВЕНЫ к системам рациональных 

‚ надо освободиться от лога 


с помощью потенцирования выражений, входящих в 
системы. 
Из первого уравнения получаем: 


Хх? у?=100. 


УРавнения 


(2) 


ариф- 
24, от- 


Во втором уравнении предварительно заменим число 4 лог 
мом по основанию 2. Получим: 108. х—105. 16=108,3—юв 
сюда ее: 
76 у’ Или ху=48. (3) 
Уравнения (2) и (3) вместе с условием (1) образуют рацио- 
нальную систему, которую можно решить многими способами. 
Покажем два из них. 
2 2 
1-й способ. М Ри =100, 
ху=48. 


Умножим члены второго уравнения на 2 и после этого сложим 
и вычтем почленно оба уравнения: 


+ 2ху-- у?= 196, на ИРИ) = 196, 
и — ху у?—=4, (х— 9) °=4. 


Отсюда при учете условий (1) получаем: а Так как 


знак разности х—у нам неизвестен, то придется рассматривать 
два случая, когда х—у>0 и х—у— 0. Получим две системы 


уравнений: р отсюда х=8, у=6, и и отсюда 
х==6, у=8. 
Итак, получили два решения: (8; 6) и (6; 8). 


< к у?—=100, 
2-й способ Е 


Возвысив обе части второго уравнения в квадрат, получим: 


к?-Е у?= 100, 
х’у?=2304. 


Рассматривая х? и у? как переменные, видим, что нужны два 
числа, сумма которых равна 100, а произведение равно 2304. 
Вспоминая обратную теорему Виета, можно составить квадратное 
уравнение, корнями которого будут х? и и; =2?— 1002-2304 =0. 

Решив это уравнение, найдем 2=64 или 2=36. Следователь- 
но, получаем две возможные системы: 


2— 64, рее 36, 
{- аи (= 64. 


Учитывая Условия (1), получаем ИЗ этих с 
выше решения. ^ СИСТем. указанные 
Задача 34. Решить систему уравнении: ие: у=0,75 


Ех шу=З. 


Решение. Имея систему тригонометричес 


следует думать о том, как ее свести 
уравнений. В данном случае пока сле 
А именно наличие во втором 

наводит на мысль з 
а через отношения 
синусов и косинусов. Получим: 


п х эт у 
а 
с0$ х с0$ у 


3. 


Подставляя вместо произведения синусов его значение 
уравнения, найдем, что со$ х соз у= 0,25. По; 
. Би хэш у=0,75, 
МУ: 60$ х со и=0,95. 
Наличие в уравнениях произведений син 
наводит на мысль использовать формулы замены произведения 
суммой, а именно формулы ХХ.1 и Х[Х.5. Получим: 


из первого 
лучили такую систе- 


усов и косинусов 


5. (со$ (х— 9) —с0$ (х-у)) =0,75, 
Така 


1 
ГО. р = 0,25, 
атриват о (60$ (х—у) + с0$ (х-у)) 


Системы г 15 
с0$ (х— и) —с0$ (ху) =1,5, 
Е а (х— 9)  соз (ху) =0,5. 


* отсюда 


ные, 
Рассматривая теперь соз (х— у) и с0$ (х-у) как пер 
применим к последней системе способ сложения и ; 


в результате найдем: 
со$ (х— и) =Ти с0$ (ху) =— 0,5. (2) 


и Заметим, что то же самое можно было найти, ре 

и и вычитая НН уравнения системы (Ри ть 
косинуса суммы и разности аргументов А хиу: 
системы (2) получим систему уравнений 


й 
Юй х-у= = п 2лп, пе. 

и Я 
И сложения и вычитания, 
№”, } Отсюда, применяя снова способ 
Г найдем: 


л м 
Я ра юз" 


Так как второе уравнение системы содержало функции анте 
са, то найденные решения должны быть отличны от тех значений 
л , 

5+ тл. Легко 


у ни при каких 
значения и по. 


при которых тангенсы не определены, т. е. при 


видно, что найденные формулы для значений хи 
целых п и # не могут принимать эти критические 
этому они полностью пригодны для ответа. 


Ответ: х= я (п+#); у +тфл (п), пила 


Особые трудности возникают при решении систем уравнений 
с параметрами (буквенными коэффициентами). Трудности ЭТИ 
связаны главным образом с тем, что необходимо рассматривать 
решение системы при всевозможных значениях параметров, а при 
этом оказывается довольно часто, что при разных значениях 


параметров система имеет разные формулы решений. Приведем 
пример. 


Задача 35. Решить систему уравнений относительно х и у: 


{ (ха) (у—) + (х—а) (у+5) =2 (72—53, 
ау ьх=2аь. 


Решение. Сначала упростим первое уравнение, раскроем 
скобки, переместим все члены в левую сторону и приведем по- 
добные члены. Получим: 


у?—ху-а6—Ь?=0, (1) 
ау 6х=2аь. 


Проще всего решить эту систему способом подстановки, выра- 
зив из второго уравнения х через у (это удобнее, чем выражать 
у через х, ибо в первое уравнение х входит в первой степени, а и — 
в квадрате). Но для этого нам придется делить обе части второго 
уравнения на 5, а поэтому должны быть уверены, что 6=20. 

Если же 6 =0, то при а520 из второго уравнения найдем, что 
у=0. При этом видим, что оба уравнения системы (1) удовлетво- 
ряются при любых значениях х. 

Если же 6=0 и а=0, то из первого уравнения системы (1) 
получаем: и? —ху=0 или у (у—х) =0. 

Отсюда или у=0, а х — любое, или у=х. Второе же уравне- 
ние системы (1) удовлетворяется при любых х и у. 

Теперь допустим, что 6 5—0. Тогда из второго уравнения (1) 
найдем: 

_ 2а6—@у 


Ее (2) 
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Подставим найденное выражение 
: ДЛЯ х в 
92—26 —@и первое уравнение: 
Ь а —6—0 : 


т з 

После упрощения квадратное уравнение от 

о носите) у 

(а 5) у Забув" БВьо ельно у: 

Если а 6 =0, т. е. а=— (3) 
нейным относител ; 962 р, то уравнение (2 

ЛИ льно И: ЭВ у—253—0 а ) становится 

дим У=6. р из (2) найдем х=а=—. а при 650 нахо- 

Если а . Е 
+6050, то из (3) найдем два знаг 
формулы) для у: значения (точнее, две 


а 
ен у=фи ево). 
Иво а-ь ° 
. п 
одставив эти значени с . 
1 ния ув (2), найде 
ОИ, | значения Хх: (ожьдавдом сотые и 
| х=аи Девы 
$ В 
Ответ: 1) Е 0 
м } ) Если ‚а=ь=0, то система имеет два бесконечных 
ем по р а решений: х=у их — любое число, у=0 
Е ) Если = 0, а=2= 0, то система имеет одно бесконечное множе- 
тво решений: х — любое число, й=0. 
| ь Если а— —6520, то х= —8, У=0. 
(0 | ) Если а 6520, 6-20, то система имеет два решения 
} 
. 
и _ а (а 36) 
в ==, ‘5 ака 
рожать } = _ 6 @— 5) 
# | ао 
й 
торого П ы 
й | риведенный ответ следует понимать так. Если параметрам 
В | аи дать какие-либо определенные значения, то исходная систе- 
6, ю = перейдет в обычную систему © числовыми коэффициентами. 
влет ри этом ее решения можно будет сразу вычислить по приведен- 
й я ни в ответе формулам. Например, если а—=3, 6=2, то исходная 
и истема принимает такой вид: 
„" (3 ионы и 
у Зи 2х=12. 
ий и. Решение этой системы находим по формулам пункта Ас 
на 


мает такой вид: 


я система прини 
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й Если а=1, 6=0, то исходна 


т Пу (—Пу=2у2 
уи=0. 


Решение этой системы находим по формулам, приведенным 
кте 2 ответа: х — любое число, и=0. 

Таким образом, решение уравнений или систем 
с параметрами есть нахождение функций переменных о 
параметров. В рассмотренном случае эти функции при разных 
значениях параметров заданы разными выражениями. 


В пун- 


Уравнения 
Т заданных 


Задание 30 


Решите следующие. системы уравнений. 


30.1. ЕО 30.2. фи 


у —2ху= — 15. и? — ху —4ах = 0, 
ей 052 хоз? у 1 
ВЫ 30.4. С 
З18 (9-9 — |. ры ==. 


\.8. Неравенства и системы неравенств 
с двумя переменными 


В средней школе обычно ограничиваются рассмотрением не- 
равенств и систем неравенств с двумя переменными. При этом 
рассматривается их решение лишь на координатной плоскости. 
Иными словами, задача решения неравенств и систем неравенств 
с двумя переменными ставится так: «Найти на координатной 
плоскости такую геометрическую фигуру (множество точек), ко- 
ординаты каждой точки которой удовлетворяют данному неравен- 
ству или системе неравенств с двумя переменными». 

Возможность такой постановки задачи решения неравенств 
с двумя переменными связана со следующим фундаментальным 
положением математики, установленным еще в ХУП в. Р. Де- 
картом и П. Ферма: уравнению вида у=7 (х) соответствует на 
координатной плоскости некоторая линия. 

Это положение и создает возможность графического решения 
уравнений и систем уравнений (которое мы не рассматриваем из- 


за недостатка места), а также решения неравенств и систем 
неравенств. 


Сущность и процесс такого решения неравенств и систем 
неравенств мы покажем на примерах. 
Задача 36. Решить неравенство 2х—у> 3. 
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перпендикулярную этой оси. Эта прямая 


ешение. Если в неравенстве знак 
венства заменить знаком равенства 
олучим уравнение 2х —у=3, которое 


сю плоскость на две полуплоскости. 
зличать эти полуплоскости можно по- 
разному. Проведем, например, через 
произвольную точку М оси Ох прямую, 


пересекает прямую АВ в точке М. Если 
теперь на прямой ММ взять точку М, 
лежащую выше Л, то полуплоскость, кото- 
рой принадлежит точка М, будем называть 
верхней относительно прямой АВ. Если же на прямой МЛ взять 
точку № ниже точки М, то соответствующую этой точке полу- 
плоскость будем называть нижней (относительно прямой АВ). 

Рассмотрим теперь, какими соотношениями связаны между 
собой координаты точек полученных двух полуплоскостей. 

Координаты точек прямой АВ связаны между собой соотно- 
шением 


Рис. 32 


2х —у=3. (1) 


Поэтому координаты точки М (хо; у), лежащей на этой прямой, 
удовлетворяют этому равенству, т. е. 
2х,—И0=3. 
У всех точек прямой ММ абсциссы одни и те же, не 
сциссе точки М. А вот ординаты у всех У них разные. Если ЕН 
точку М, принадлежащую верхней полуплоскости, то ый 2 
Та у: больше ординаты Ио точки М, а поэтому р 1 мы 
<2%— у, так как уменьшаемые у этих двух разнос нА 
а вычитаемое у первой разности больше вычитаем 
разности < 
ь й полуплоско- 
Если же взять точку №, принадлежащую рен Ааа 
сти, то абсцисса х›==хо, а ордината Ее одинаковые, а вы- 
ну 
2% — >20 — уе, так как уменьшаемые у 


орой. 
Ч 5 ычитаемого вт 
итаемое первой разности меньше в что координаты точки № 


Но =: г пол чаем, ‹0- 
так как 2х0 — /0==3, ТО ПУ о ошением 241 —/1<3, а ко 


Верхней полуплоскости связаны соотно ти связаны соотношением 
о а скос 
Рдинаты точки № нижней полупло 149 


| 


В 


2х.—у2>3. Очевидно, что замеченные соотношения будут сп м 
ведливы для любых точек верхней и нижней полуплоскостей, ибо 
точка М была выбрана совершенно произвольно. Следовательно 
координаты любой точки верхней полуплоскости Удовлетворяют 
неравенству 2х—у<3, а координаты любой точки нижней по. 
луплоскости — неравенству 2х—у>3. 

Поэтому решением заданного неравенства является НИЖНЯЯ 
полуплоскость, заштрихованная на рисунке 32. 

Решение этого неравенства можно было произвести, разре- 
шив это неравенство предварительно относительно одной из пе. 
ременных. Разрешим, например, это неравенство относительно х, 
получим: 


х> 0,5, 1,5. (2) 
Соответствующее неравенству (2) уравнение имеет вид: 
х=0,5у4+- 1,5. (3) 


Графиком уравнения (3) является та же прямая АВ (рис. 32), 
которая делит всю координатную плоскость на две полуплоскости. 
Если через произвольную точку К оси Оу провести прямую, 
перпендикулярную этой оси, то прямая пересечет прямую АВ 
в точке И, координаты которой (хх; /о) удовлетворяют уравне- 
нию (3), т. е. = 0,50 1,5. 

Если на прямой КИ взять точку Н, правее точки Н, то по- 
луплоскость, которой принадлежит точка Н, будем называть 
правой полуплоскостью относительно прямой АВ (эта та по- 
луплоскость, которую при первом способе решения мы назвали 
нижней). Если же на этой прямой КН взять точку Нь левее 
точки Н, то соответствующую этой точке полуплоскость будем 
называть левой (в первом способе она называлась верхней). 

Все точки прямой КН имеют одну и ту же ординату уь а вот 
абсциссы у них разные. Когда мы двигаемся по этой прямой слева 
направо, то абсциссы точек возрастают. 

Поэтому у всех точек прямой КИ значение выражения 0,5у- 
+ 1.5 одно ито же (ибо значение у у них одно и то же), а абсцис- 
са любой точки правой полуплоскости, например точки Н, боль- 
шеабсциссы точки Н,т.е.х,>х., Тогда имеем: Х.—>хь хо =0,5у,- 
+ 1,5 =0,5у,- 1,5. Следовательно, 


х,>0,5у,- 1,5. 
Очевидно, что такое соотношение будет верно для любой точки 


правой полуплоскости, т.е. координаты любой точки этой по- 
луплоскости удовлетворяют неравенству х>> 0,5у-{ 1,5. 
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Ее 


Аналогично можно Убедиться К 

левой полуплоскости Удовлетворяют не 
Следовательно, неравенству (2) 

полуплоскости, которая уже заштрих 


состоит из следующих шагов. 

1) Заменив знак неравенства 
знак равенства, получим линейно Двумя переменны- 
ми (2), соответствующее неравенству (1). 

2) Строим на координатной плоскости график уравнения (2). 
Это будет прямая, назовем ее АВ. 

3) Прямая АВ делит всю плоскость на две полуплоскости, 
которые можно называть верхней и нижней, если отсчет этих 
полуплоскостей вести по оси Оу, или правой и левой, если отсчет 
их вести по оси Ох. 

4) Чтобы установить, в какой полуплоскости координаты точек 
удовлетворяют неравенству (1), проводим прямую, перпендику- 
лярную оси Ох, если неравенство (1) и уравнение (2) разрешимо 
относительно у; или прямую, перпендикулярную оси Оу, если 
неравенство (1) и уравнение (2) разрешимо относительно пе- 
ременной х; если же неравенство разрешимо относительно сво- 
бодного члена (как это было в рассмотренной задаче 35), то 
можно проводить ту или другую прямую. - 

5) Берем на проведенной прямой точку выше (правее) и очку 
иже (левее) точки пересечения этой прямой с прямой да же 
навливаем, каким неравенством связаны координаты этих обр 
Так как прямая проведена совершенно произвольно, = рав 
НЫЙ Результат справедлив для всех точек соответствующи; 
Луплоскостей. . я 

6) Выбираем и заштриховываем 5, полуплоскость, в которой 
Выполняется заданное неравенство . > ь о- 

Заметьте, что попутно мы, по сути дела, ты —а 
Рему: если графиком уравнения баны две полуплоско- 
Зал «45, делящая всю координатную ивы ыы > удовлетво- 
сти, то координаты всех точек одной из полуп. 


х аты всех точек другой 
| № И Ряют неравенству ах ву+с—< 0, а нерьаае- зола 
та олУплоскости удовлетворяют неравенству а: оечекыа 
Задача 37. Решить графически систему 
у>3—х%, 
у 2—0, 
2у—х=— 0. 
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Решение. Решение системы неравенств с двумя переменны. 
ми производится в следующем порядке. 

1) Решаем одно из неравенств системы, т.е. отмечаем на 
координатной плоскости область, координаты точек которой удов. 
летворяют данному неравенству. 

2) Затем решаем какое-либо другое неравенство этой системы 
и ищем пересечение отмеченных областей. И так продолжаем до 
исчерпания всех неравенств системы. 

Общим решением системы неравенств считается пересечение 
(общая часть) всех отмеченных областей — решений отдельных 
неравенств этой системы. 

В данном случае сначала решаем первое неравенство: 


у>3—х. (1) 


Соответствующее ему уравнение будет: 
у=3—х. (2) 


Графиком этого уравнения является прямая АВ, проходящая 
через точки (0; 3) и (3; 0) (рис. 33). 

Для того чтобы установить, какая из двух полуплоскостей, на 
которые делит прямая АВ координатную плоскость, является 
решением неравенства (1), проведем произвольную прямую СК, 
перпендикулярную оси Ох, ибо неравенство (1) и уравнение (2) 
разрешено относительно у. Если мы на этой прямой СК возьмем 
точки К: выше точки К — пересечения (СК) с прямой АВ — 
и К› — ниже точки К, то точке К, соответствует верхняя по- 
луплоскость, а точка К› принадлежит нижней полуплоскости. 
Легко установить, так же как мы это делали при решении преды- 
дущей задачи, что точки верхней полуплоскости удовлетворяют 
неравенству у>3—х, а координаты точек нижней полуплоско- 
сти — неравенству у< 3 —х. Следовательно, решением неравенст- 
ва (1) являются точки верхней полуплоскости и точки пря- 
мой АВ. Эту полуплоскость отмечаем маленькой штриховкой, 
а прямую АВ — толстой линией. 

Затем решаем второе неравенство: у—2х< 0. Для этого про- 
водим прямую ОРГ через точки О (0; 0) и Е (1; 2) —график 
уравнения у—2х=0. Решением данного неравенства является 
открытая нижняя (правая) полуплоскость. Прямые АВ и ОР пе- 
ресекаются в точке Р, а пересечением отмеченных областей (по- 
луплоскостей) является угол ВЕР! вместе с лучом ЕВ. 

Наконец, решаем последнее неравенство: 2у—х< 0. Для этого 
строим график уравнения 2у—х=0 — прямую ОД, проходящую 
через точки. О (0; 0) и О (2; 1). Решением неравенства будет 
открытая нижняя (правая) полуплоскость. 
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Рис 33 


Рис. 34 


Пересечением всех трех отмеченных областей, т.е. решением 
заданной системы неравенств, является заштрихованный 
угол ВОР, вместе с лучом БВ. 

Задача 38. Решить неравенство ху>2. 

Решение. Уравнением, соответствующим этому неравенст- 
ву, является ху=2. 

Графиком этого уравнения является гипербола, ветви которой 
расположены в первой И третьей четвертях координатнои плоско- 
сти (рис. 34). Чтобы найти решение заданного неравенства, по- 
ступим так же, как мы делали при решении линейных неравенств, 
а именно через произвольную точку А проведем прямую, перпен- 
дикулярную оси Ох. Эта прямая пересечет гиперболу в ривой 
точке М. Все точки прямой АМ имеют одну и ту же ВС хе 
а ординаты у них разные. В точке М ордината такова, что ри 
=2. Если возьмем точку М, выше точки М; то ее ордината ое 
больше ординаты точки М, а абсцисса такая же, А: 
произведение ху в точке М: будет больше аа 
В точке М, равного 2, значит, в точке М! ху> 2. ее ве: 
на прямой АМ точку М» ниже точки М, то в этой = иеЬ 
дение ее координат будет меньше произведения коор 
ки М. Следовательно, в точке М» ху< 2. к Ваше 

Отсюда понятно, что область перво" ея тем свойством, 
‘иперболы (как бы внутри гиперболы), т довлетворяют задан- 
Что координаты любой точки этой области у. 


=. неравенству. ельно некоторой прямой ВМ 
относит 
ассуждая аналогично ей 


ее 


(в третьей четверти), убеждаемся, что неравенству удовлетворя- 
ют точки области, лежащей ниже (внутри) гиперболы. 

Обе указанные области, точки которых являются решениями 
неравенства, на рисунке 34 заштрихованы. 

Заметим, что можно было решить заданное неравенство, раз- 
решив его предварительно относительно х и у, но тогда мы долж- 
ны были бы рассматривать решение совокупности двух систем 
неравенств: 


2 
<, 


Е. 
>>, 
х>0 х< 0. 


и 


Задание 31 
Решите системы неравенств. 


2 ху 2, 
31.1. Е 31.2. Зи, 
У х?—9?> 0. 


Задание 32 
Составьте систему неравенств, которой удовлетворяют координаты 


точек отмеченной на рисунке области (рис. 35, 36). 


У.9. Задачи на максимум и минимум 


Задачи на максимум и минимум относятся к числу наиболее 
интересных математических задач. Это связано в первую очередь 
с тем, что в процессе трудовой деятельности люди стремятся 
наилучшим образом использовать материальные и трудовые 
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сурсы и при заданном объеме про 
и < 
ва свести к минимуму (минимизи ее ЕВ 
затраты или при заданных ресурсах Е вать) 
р аксимальный выпуск продукции. Так спечить 
задачи носят название оптими =. рода 
ных задач. Разработкой общих р 
3 ов я 
ешения занимаются специальные разде их 
_ высшей математики. Мы, конечно ВИ лы СЕНЕ 
несколькими задачами, решаемыми чимся 
тарно. элемен- 
Задача 39. В 
. Вп х 
6 : исать в данный шар рад 
с наибольшей боковой поверхностью уса В цилиндр 
Решение. П - 
ист РА цилиндр, осевое сечение которого изоб 
Общий з ‚ есть искомый, т. е. вписанный в дан Е 
наи ный 

г радиус осн ольшую боковую поверхность. Обозначим я 

- ования этого цилиндра, а через / — о 
Тогда его образующую. 


Рис 37 


ЗЕЕ (1) 


Выразим г ч 

ерез К и [, для того 
о чтобы сделать $5 ф я 
одной переменной. Имеем: а УрЕДИ Хоа 


‚= \/в— 


П 
одставляя это выражение гв (1), получим: 


$.=2л \/в*—=. 


3х, ибо [? можно рассматри- 
ениям [” соответствуют 


ы. Для простоты обозначим [? чере 

У 

ви как переменную (различным знач 
личные вписанные цилиндры). Тогда 


$.=2л \/=*—^- (2) 


значение 5 соответствует 
аксимум подкоренное 


о Отсюда видно, что максимальное 
ее, значению х, которое обращает о 
ражение в формуле (2), Т.е. 


2 
в. (3) 


чение функ- 
до 4 (так 
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ти наибольшее зна 
переменной хот0 


и еЛОВОРОВНО, нам нужно най 
(3) на промежутке изменения 


как образующая вписанного цилиндра может меняться от (0 
2К). Это можно сделать, используя понятие производной, О 
можно обойтись и без нее. Покажем оба способа решения. 

1-й способ (с помощью производной). 


х 
Найдем производную функции и Эта производная 


обращается в нуль в единственной точке Х=2Ю*. Так как функ- 
ция (3) дифференцируема во всем промежутке изменения х от 
0 до 48? то для нахождения наибольшего значения этой функции 
достаточно вычислить ее значение на концах этого промежутка 
и в критической точке х=9Ю?. Находим, что при х=0 и при х— 
=4А° у=0, а при х=28? у= д\. Следовательно, наибольшее 
значение у принимает при х=2Ю2 

2-й способ. Преобразуем формулу (3) следующим образом: 


2 2 
ав) 


2 
Так как (#5) >0, то у<А“ и наибольшее значение 


х 
К* принимает при таком значении х, при котором 5—А*=0, 
т.е. при х=2 > 

При найденном значении х=2Ю?, Р=2Ю? |—р УР, == 
Тогда /=2г. Это значит, что цилиндр с наибольшей боковой 
поверхностью, вписанный в данный шар, в осевом сечении пред- 
ставляет собой квадрат, вписанный в окружность большого круга. 


Ответ: наибольшее значение $6=2л В? при = =. 


Задача 440. Определить а так, чтобы сумма квадратов 
корней уравнения х?-- (2—а) ха—3=0 была наименьшей. 

Решение. Выразим сумму квадратов х!--х? корней х! 
и х› данного уравнения через коэффициенты уравнения. Для этого 
вспомним теорему Виета: 


ж-Нх= — (2—а) =а—2, Хи х= — (а- 3). 
Отсюда 
же (жх.) *—2х к, (а—2) +2 (а 3) = (а—1)?+9. 


= 2 

Из последнего выражения видно, что всегда х!'+х3>9, при 
этом наименьшее значение она принимает при а=1, и это наи- 
меньшее значение равно 9. 


Ответ: а=1. 
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Задание 33 


решите задачи. 


33.1. Числа хи у положительны, и х-- у 5, Как 
о ‘ое наименьш 
ее значе- 


е может принимать выражение ее 
: : 
[2 Е у 
33.2. Найти наименьшее и наибольшее 
. е значения фу 
НкЦии 


ф (х) = п х- созбх. 


НИ 


33.3. Найти наименьшие и наибольшие 
} возмож 
ные значения функции 


у=4 т х- 3 с0$ х. 
33.4. Найти наибольшее значение функции 


Хх 
ИА 
РА (а>0, 6>0). 


.5. Стоимость эксплу а“ т 

т эксп Е катера, плывущего со скоростью 

о км/ч, составляет 90- 0,45" р/ч. С какой скоростью должен плыть 
катер, чтобы стоимость 1 км пути была наименьшей? 


@ значениь 
\У.10. Геометрические задачи на вычисление 


ар 
в.‘ К - 
геометрическим задачам на вычисление относятся задачи на 
я нахождение величины какого-либо элемента или отношения эле- 
р, т ментов указанной геометрической фигуры (тела) или совокупно- 
сти фигур, когда известны размеры некоторых элементов фигуры, 
ей боков соотношения между элементами фигуры или соотношения между 
нений пре самими фигурами, если их несколько. 
шоку" Проанализируем несколько геометрических задач на вычисле- 
= ние и выделим в них все их составные части. ; 
Задача 41. Около круга радиуса В описан прямоугольный 
родить треугольник, гипотенуза которого равна с. Найти периметр треу- 
р. гольника. 
= 7 Анализ задачи: 1) объектом задачи является совокуп- 
ы от ность двух фигур: круга и прямоугольного треугольника; 
,, д 2) данные элементы: радиус круга и гипотенуза прямоугольно- 


го треугольника; 

3) искомые элементы: перимет з 

). 4) заданные соотношения: прямоугольный тре 
%оло круга. 

Задача 42. Радиус одног 


р. треугольника; 
угольник описан 


нного конуса 


о основания Усече 
разделена на 


и Я : ‹онуса 
сота кону 
| 3 раза больше радиуса другого. Я проведены плоскости па” 
и. равные части и через точки деления ПР делился объем? 
. И Раллельно основаниям. В. каком отношении И илется усеченный 
0 д адачи яв 
9 Анализ задачи: 1) объектом зал ыми основаниям, 


ми, параллельн 


Е . конус. Но он разделен плоскостя № 
р 


на части. Очевидно, что эти части также усеченные конусы. Следо. 
вательно, объектом задачи является совокупность четырех усечен. 
ных конусов, из которых один основной, а остальные три Являются 
его частями; 

2) данные элементы: нет; 

3) искомые элементы: нет; 

4) соотношения, данные: а) отношение радиусов оснований 
основного конуса; б) отношение частей высоты конуса, на которые 
она разделена основаниями малых усеченных конусов — частей 
основного усеченного конуса; искомое: отношение объемов усечен- 
ных конусов — частей основного конуса. 

Процесс решения геометрических задач на вычисление обычно 
строится следующим образом. Проводим устный анализ задачи по 
указанной выше схеме. На основе анализа строим схематическую 
запись задачи, включая чертеж объекта задачи. Затем выписыва- 
ем формулы для нахождения искомых элементов или отношений 
и смотрим, можно ли на основе имеющихся данных вычислить по 
этим формулам искомые. Если нет, то стараемся свести задачу 
к нахождению каких-то отрезков или углов и ищем на чертеже те 
фигуры (обычно треугольники), в которые эти отрезки или углы 
входят. При этом необходимо добиться, чтобы эти искомые эле- 
менты входили вместе с данными в одни и те же фигуры. Если это 
не так, то вводим или строим вспомогательные элементы и фигу- 
ры, дающие возможность в итоге этого добиться. 

Весьма часто процесс нахождения отдельного искомого эле- 
мента задачи выглядит следующим образом: 

1) выписываем формулу для вычисления этого искомого эле- 
мента; 

2) подставляем в эту формулу данные элементы; 

3) если после этого в формуле переменных элементов не оста- 
ется, то производим вычисление искомого по этой формуле, и на 
этом процесс нахождения этого искомого завершается; 

4) если же в формуле после 2-го шага остаются переменные 
элементы, то для каждого из них повторяем 1—3-й шаги, и так до 
тех пор, пока не завершим процесс нахождения искомого. 

Покажем процесс решения геометрических задач на вычисле- 

ние на примере решения приведенных вы- 
С ше двух задач. 
Е Решение задачи 41. Строим схема- 


Е С тическую запись задачи (рис. 38). 
Дж Дано: Ор=ОЕ=ОР=А; АВ=6; 
Г АСВ=90°. 


А р В Найти: Рдлвс. 
Рис. 38 На рисунке 38 точки О, Е и Е есть точки 


ЩеМ на чертеже 

‘отрезки нди ты 

"ЭТИ искомые эл 
|уры. Если зо 

элементы и фит 

Яо, 

ГО ИСКОМОГО 3 


го иском > 


ен 
не: 


касания описанного прямоугольного Треугольника 


окружностью радиуса К. Тогда ОЕ ТАС и СЕЙ с заданной 


но, в четырехугольнике ОЕСЕР три угла ен С. Следователь- 


и угол ЕОЕ тоже прямой, а так как, кроме того, 
днусы окружности, то этот четырехугольник явл 
Перейдем теперь к нахождению искомого элем 
лению 


яется квадратом. 
ента. По опреде- 


Р=АВ--АС-- ВС. 
Подставляем в (1) данные элементы, получим: 


Р=с-+АС+ ВС. (2) 


(1) 


Как видим, в формуле остались переменные элементы, значит, 
процесс решения надо продолжить, т. е. надо найти формулы для 
вычисления этих переменных: АС и ВС. Рассматривая рисунок 38, 
замечаем, что можем выписать следующие формулы для их вы- 
числения: 


АС=АЕ-- ЕС, (3) 


ВС =ВЕ-+ЕС. (4) 
По доказанному четырехугольник ОЕСЕ есть квадрат, и поэто- 


му ЕС=РС=ОЕ= В. 
Подставляем в (3) и (4): 


АС=АЕ- В, (5) 
ВС=ВЕ- К. (6) 


Как видим, задача свелась к нахождению величины отрез- 
ков АЕ и ВЕ. Их можно найти из условия, что ААВС описан 
около окружности. Из этого соотношения следует: вены: 
и ВЕ= ВО, как отрезки касательных к окружности, проведенны? 
ИЗ одной точки. Подставляем в (5) и (6): 


АС-АР-+К, (7) 


ВС=ВО-А. (8) 


Найденные выражения АС и ВС из (7) и (8) подставляем 
в (2): 


Р=с+ (Ар+ В) + (ВО) =с+28+ (АР ВР) =2° +2, 
ибо сумма отрезков АР и ВД есть гипотенуза АВ. 


Ответ: 2 (с В). 


Решение задачи 42. Строим схемати- 
ческую запись задачи. Чертеж строим в виде 
осевого сечения заданного усеченного конуса 
(рис. 39). 

Дано: АВСР — осевое сечение усечен- 

ного конуса; 

МА — радиус нижнего основа- 
ния конуса; 

МР — радиус верхнего основа- 
ния; 

ММ — высота (ось) конуса; 
МА : М =4; МК=КН=НМ. 

Обозначим объем усеченного кону- 

са АВСР через У, а объемы малых усеченных конусов АВВ: А!, 
А, В: ВА» и А›В.СР соответственно через Уь, И? и И.. 

Найти: У,:У,: У, 

Чтобы найти искомые отношения, выпишем формулы «для 
объемов усеченных конусов: 


У=-ямМ (№А?-- МА. МЬ-+МЬ>), 
У,=-дМК (МА? МА-КА,+ КАЭ, 


УЕ лКН (КА?+ КАНА, НАЗ, 


У;= НМ (НАЗ+ НА. МО + МБ. (4) 


В формулах (1) — (4) все входящие элементы являются пере- 
менными. Правда, нам нужно найти не сами эти объемы, а их от- 
ношения, но все же в таком виде вычислить даже отношения мы 
не сумеем. В таком случае введем вспомогательные элементы, 
которые затем постараемся исключить. В качестве таких вспомо- 
гательных элементов удобнее принять МО =ги МЛ=й. Тогда по 
условию МА4г, а МК=КН=НМ=-и. 

Осталось выразить через г и Й радиусы оснований малых 
усеченных конусов КА, и НА; Для этого можно провести А Р_[ АВ, 
АР, ТА,В, и ОРГ А,В, Очевидно, что построенные тем самым 
прямоугольные треугольники АРА „ АРА, и А.Р») равны, следо- 
вательно, АР=А Р,=А.Р, Кроме того, РМ=Р.Н, НА, = КР! 
и КА, = МР. Поэтому АМ=рмМ- ЗАР, или 4г=г-ЗАР, отсюда 
АР=г. Тогда 

АН = АР РН =г-+РМ=гг=2,, 
АК=АР,-+Р.К=г-+АН=г-+ 27 =3,. 


а } 
} 

они! 
оно енть, | 


элементов в формулы (1) — (4): 


Подставляем теперь найденны 
те вы 
'ражения всех переменных 


У=- ли (би? 42) ль (5) 
Учылчьй (16/2 12724-97) алии (6) 
Ул. (Эг?-- би? 47) аль? (7) 
Ул. (42-22 2) Ель (8) 


Вот теперь можно подставить найденные выражения из фор- 
мул (6) — (8) в У, : Уз: Уз: 


37 р 
Е Уз=-о лиг? - Нулйг?: лиг 37 а 


ы о объем усеченного конуса разделился в отношении 
а СНЫ, 


Задание 34 


Решите следующие задачи, 

34.1. Катет равнобедренного прямоугольного треугольника продол- 
Жен за вершину острого угла. И на этом продолжении отложены два 
отрезка, равные катету. Концы этих отрезков соединены со второй верши- 
ной. Найти сумму двух новых острых углов, образованных при этом. 

34.2. В шаре насквозь просверлено отверстие, внутренняя повер- 
хность которого представляет боковую поверхность усеченного конуса, 
образующая этого конуса с, а высота #. Определить объем оставшейся 
части шара. 

34.3. В правильной 
боковом ребре равен 120°. Най 


диагонального сечения равна #2. 
34.4. Площади нижнего и верхнего оснований и боковой поверхности 


правильной четырехугольной усеченной пирамиды относятся как 1: п: р- 
Найти угол между боковой гранью и плоскостью нижнего основания 
пирамиды. 

34.5. Дана правильная четырехугольная пирамида МАВСР с верши- 
дину МС проведена плоскость. В каком 


бъем пирамиды? 


четырехугольной пирамиде двугранный угол при 


ти боковую поверхность ее, если площадь 


Ной М. Через точки Аи В и сере 
отношении эта плоскость делит о 
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Глава У 
ЗАДАЧИ НА ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


\У1.1. Сущность и методы доказательства 


Требование всякой задачи на доказательство состоит в том, 
чтобы доказать некоторое сформулированное в задаче утвержде- 
ние. А что это значит? 

В жизни часто, когда говорят о доказательстве, имеют в виду 
просто проверку высказанного утверждения. Но в науке проверка 
и доказательство — это разные вещи, хотя, конечно, и связанные 
между собой. Например, когда в задаче требуется доказать, что 
высоты ромба равны, то если мы в каком-либо ромбе проведем 
высоты и затем путем измерения проверим, равны ли они или нет, 
то положительный результат этой проверки, конечно, делает наше 
утверждение более правдоподобным, но еще не доказанным. 

Чтобы доказать его, мы рассмотрим треугольники, катетами 
которых являются проведенные высоты. Так как они по построе- 
нию прямоугольные и их гипотенузы равны как стороны ромба, 
а острые углы равны как противоположные острые углы ромба, то 
эти треугольники по известному признаку равны. А как известно, 
в равных треугольниках соответственные стороны равны. Следо- 
вательно, проведенные высоты ромба равны. Что и требовалось 
доказать. 

Если внимательно вглядеться в это доказательство, то заме-._ 
тим, что его сущность состоит в построении такой последователь- 
ности ранее доказанных и принятых в математике утверждений, 
прямым логическим следствием которых является утверждение, 
которое нам нужно было доказать. Вообще, доказать какое-либо 
утверждение — это значит показать, что это утверждение являет- 
ся логическим следствием системы уже доказанных и принятых 
в науке утверждений (или, как говорят, некоторой теории). 

Каждый шаг доказательства обычно имеет такую структу- 
ру: 1) доказанное ранее или принятое утверждение; 2) условие 
задачи; 3) логическое следствие из применения этого общего 
утверждения к данному условию задачи. 

Например, одним из шагов проведенного выше доказательства 
был такой: гипотенузы рассматриваемых прямоугольных треу- 
гольников равны как стороны ромба. Этот шаг имеет такую струк- 
туру: 1) общее утверждение: стороны ромба равны или более 
подробно: если отрезки а и 6 являются сторонами ромба, то а=6; 
2) условие: гипотенузы рассматриваемых треугольников являются 
сторонами ромба, т.е. отрезки с: и с> действительно являются 
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сторонами ромба; 3) логическое следствие: ги- 
потенузы этих треугольников равны, т.е. с1 = со. 

Доказательство, построенное из таких 
шагов, можно назвать прямым доказательст- 
вом. Решение задач на доказательство обычно 
оформляют в виде прямого доказательства. Но 
найти прямое доказательство сразу, как пра- 
вило, не удается. Процесс нахождения дока- 
зательства строится обычно в обратном поряд- 
ке, идя не от условий к требованию, а, наоборот, 
от требования к условиям. Покажем это на 
примерах. 

Задача 43. Доказать, что прямая, опреде- 
ляемая точкой пересечения диагоналей равнобедренной трапеции 
и точкой пересечения продолжений боковых сторон, перпендику- 
лярна основаниям трапеции и делит их пополам. 

Решение. Пусть АВСР — равнобедренная трапеция, у ко- 
торой АВ и СР — основания, а АР и ВС — равные боковые 
стороны (рис. 40). Проведем в этой трапеции диагонали АС 
и ВО, которые пересекаются в точке О, и продолжим боковые 
стороны до пересечения в точке М. Через точки О и М проведем 
прямую МО до пересечения с основаниями трапеции в точ- 
ках Ки М. 

Нам нужно доказать: 1) ОМ БС; 2) ОМ АВ; 3) ВК=кКС; 
4) АМ= ВМ. 

Внимательно присматриваясь к рисунку, на котором изобра- 
жена заданная фигура, мы видим, что утверждения, которые 
необходимо доказать, означают следующее: МКи ММ суть высо- 
ты и медианы соответственно А РСМ и ААВМ. 


Как можно убедиться в этом? Вспоминаем теоремы о высотах 
и медианах треугольников. Естественно, вспоминается и теорема 
о высотах и медианах равнобедренных треугольников, хотя бы 
потому, ‘что данная трапеция равнобедренная. Если мы будем 
опираться на эту теорему, то нам нужно будет доказать, во- 
первых, что треугольники АВМ и ОСМ равнобедренные, а во- 
вторых, что ММи МК — биссектрисы этих треугольников. Чтобы 
доказать, что эти треугольники равнобедренные, достаточно дока- 
зать, что углы при их основаниях равны. Но, вспоминая задачи, 
решенные несколько ранее, мы находим среди них и такую, в кото- 
рой было доказано, что углы при основании равнобедренной 
трапеции равны. Значит, можно опереться на результат решения 


этой задачи. 
А для того чтобы доказать, что ММ и МК — биссектрисы 
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соответствующих треугольников, нужно, очевидно, доказать ра- 
венство треугольников, в которые входят углы АММ и ВММ. 
Можно, например, рассмотреть треугольники АОМ и ВОМ. В этих 
треугольниках ОМ — общая сторона, стороны АМ и ВМ равны 
как боковые стороны равнобедренного треугольника АВМ. Следо- 
вательно, необходимо еще доказать, что АО= ВО. Это мы сможем 
доказать, рассматривая, например, ДАОВ и доказав, что уг- 
лы ОДВ и ОВА равны. А это в свою очередь можно будет дока- 
зать, доказав равенство треугольников АВР и АВС (по трем 
сторонам). 

Вот теперь мы можем оформить решение этой задачи в виде 
прямого доказательства. 

1. Мы знаем, что в равнобедренной трапеции углы при основа- 
нии равны, следовательно, 2 МАВ= . МВА. 

2. Если два угла треугольника равны, то этот треугольник 
равнобедренный. В ДАВМ по доказанному углы при основании 
равны, следовательно, этот треугольник равнобедренный, т. е. 
АМ=ВМ ит. д. 

Иногда можно оформить решение задачи на доказательство 
и идя от требования к условиям (как бы обратным ходом), но 
тогда в решении можно использовать лишь такие теоремы (утвер- 
ждения) , обратные которым также верны. Приведем пример тако- 
го решения. 

Задача 44. Доказать, что при т>0 справедливо нера- 
венство 

Решение. 1. Прямое доказательство (от условия 
к требованию). Каково бы ни было действительное число т, 
квадрат разности т—2 является неотрицательным числом, т.е. 
(т—2)?>0 — верное неравенство. 

Раскроем скобки в левой части этого неравенства, получим 
снова верное неравенство: т? —4т- 420. 

Так как по условию т>>0, то, разделив все члены последнего 
неравенства на т, получим также верное неравенство: 


т—4+{-*>0. 


Прибавим к обеим частям этого неравенства по 4, получим 
снова неравенство: т > 4. А это нам и надо было доказать. 
т 


2. Обратное доказательство (от требования к усло- 
виям). 
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Допустим, что неравенство, которое нам нужно доказать 
верно, т.е. допустим, что : . 


4 
т-— 
Г =4 при т>0. (1) 
о | Тогда если мы все члены этого неравенства умножим на т>>0, то 
бо получим равносильное неравенство: 2 
Дока, т? 4>4т. (2) 


Неравенство {2) в свою очередь равносильно такому: 
т?4+4—4т>0. (3) 


= 

р 
$ Е 
ке кие 


А это равносильно следующему: 
(т—2)°>0. (4) 


саный 


Неравенство (4) верно, ибо квадрат любого действительного 
числа есть число неотрицательное. Тогда верно и исходное нера- 
венство (1), ибо оно равносильно неравенству (4). 

Обратное доказательство не следует путать с доказательством 
от противного. Сущность доказательства от противного состоит 
в следующем. Предполагаем, что некоторое утверждение верно 
(обычно имеется в виду утверждение, противоположное тому, 
которое необходимо доказать). Из этого предположения делаем 
логические следствия до тех пор, пока не получим явно неверное 
(противоречивое) утверждение. Тогда делаем заключение, что 
и предполагаемое нами утверждение также неверно. Таким обра- 
зом, доказательство от противного основано на следующем обще- 
логическом положении: если из высказывания А следует высказы- 
вание В и высказывание В ложно, то ложно и высказывание А. 
Е. Приведем в качестве примера решение задачи 44 с помощью 


овании 
ть. 


рано > 


улов" у доказательства от противного. : 
з | Для этого построим утверждение, противоположное ток ко- 
эм 4 : : торое нам нужно доказать. Нам требуется доказать, что т---- 24, 
у г И противоположное ему будет неравенство 
пол 5. В 4 (1) 
| т-— < 4. 
О т 
и: - 
ый 


(1) верно. Умножив обе части 


Итак допустим, что неравенство 
й : С е неравенство и*--4 < 4т, из 


его на т>>0, получим равносильно! 
которого следует такое: 


т? 4—4т-< 0, или (т—2)?< 0. (2) 


равенства (1), ив то 


Неравенство (2) является следствием не 
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же время оно ложно, ибо квадрат действительного числа т—2 не 
может быть отрицательным числом. Следовательно, ложно и нера- 
венство (1). А поэтому истинно ему противоположное неравенст- 


во, а именно т 4, что и требовалось доказать. 


Заметим, что здесь мы воспользовались следующим общелоги- 
ческим положением: если высказывания А и В противоположны 
и исчерпывают все возможности (т.е. возможны либо А, ли- 
60 В и ничего другого), то если А истинно, то В ложно, и наобо- 
рот, если А ложно, то В истинно. 

Существуют еще и некоторые другие методы решения задач на 
доказательство, которое мы продемонстрируем при рассмотрении 
отдельных видов задач на доказательство. 


Задание 35 


Решите с помощью прямого и обратного доказательства следующие 
задачи. 


35.1. Доказать, что 31 © с0$ @ с0$ 2 соз 4% ... соз За. 


35.2. Доказать, что при всех пеМ значение выражения и3—п де- 
лится на 6. 


Задание 36 


Решите с помощью доказательства от противного следующие задачи. 

36.1. Доказать, что если отрезок, проведенный через середину одной 
стороны треугольника до пересечения с другой стороной, равен половине 
длины третьей стороны, то этот отрезок есть средняя линия треугольника. 

36.2. Доказать, что число 15 не может быть корнем уравнения вида 
ж-ах + 9х--1=0, где а и 6 — целые числа. 


У1.2. Доказательство тождеств 


Доказательство тождеств основано на тождественных пре- 
образованиях выражений, которые были рассмотрены в главе ТУ. 
Если нам нужно доказать, что выражение А тождественно равно 
выражению В, то сделать это можно следующими способами: 

1) Преобразуем выражение А на основе правил тождествен- 
ных преобразований до тех пор, пока не получим выражение, 
одинаковое с выражением В. 

2) Преобразуем выражение В до тех пор, пока не получим 
выражение, одинаковое с А. 

3) Преобразуем оба выражения А и В до тех пор, пока не 
получим два одинаковых выражения А’ и В’. 
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4) Допустим, что равенство А — В тож 

образуем его в равносильные равенства до тех пор, пока не полу- 
‘ 

чим равенство 4” == В’, истинность которого очевидна (известна). 


Тогда в силу равносильности последнего равенства исходному 
будет истинно и исходное равенство. 


Приведем примеры решения задач на доказательство тождеств 
этими способами. 


Задача 45. Доказать тождество 


(а-Рь- с) (а6- с са) —абс= (а) (6-е) (с-+а). (1) 


дественно-истинно. Пре- 


Решение. Эту задачу одинаково легко решить любым из 
указанных выше способов. 


ы | 1-й способ. Преобразуем левую часть данного равенст- 
= р ва (1): 


ующе = Г= (ао --с) (аб е-- са) —авс= 
=а*6 абс ас- аб? 6 --абс-абе- вс*ас*— авс = 


2 = (а% аб?) + (абс +6) + (ве? ас”) + (а абс) = 

=аб (а--5) Е 6с (а--5) + с* (а--6) ас (а-+ 6) = 
шее: у = (а- 5) (аб -Рас-6е- с) =(а-5) (6-6) (са. 
дни . Получили выражение, одинаковое с правой частью (1), следо- 
В вательно равенство (1) есть тождество. 
ни . 2-й способ. Преобразуем правую часть равенства (1): 
ны Р= (ав) (6+0 е+а= 
ре | = абе-Р ас? ве ве? а% ас -раб?- аёе= 

= (абе-- вс? + 62с) 4 (ас? + а?с-- абс) -(а’6 - аб? авс) —а6с = 

х м = оса ь--е)-Нас(а--ь- о) -Наб(а-о-Ео)—ае= 
и Г; —(афь+е) (ав ве-+ са) — абс. 
В Получили выражение, одинаковое с левой частью (1), следова- 
„" м ао частях равенства (1) 


и сравним полученные выражения: 


а% ++ авс а’ + а6?--ье- абс абе + ос* ас" — абс = 
167 


= абс ас? 6-Е ьс”+ а + ас аб?-- абс: 


а6 Рас Раб? сЬ"-- ас?-+ вс? абс = 


— а? т а’с-- аб? - сб? ас? 6с?-- Забс. 


Получили совершенно одинаковые выражения, следовательно, 
равенство (1) есть тождество. 

4-й способ. Допустим, что равенство (1) есть тождество. 
Тогда верно и такое равенство: 


(а-нь-с) (ав вс са) — (а-ЕЬ) (6- с) (с-+а) =абс. 


Или 
(а-ь) (ав ос- са) с (ав ье- са) — 


— (а-5) (6-с) (са) =абс; 
(а--ь) (аб -Н бе са— (в-с) (с-а)) | с (аб вс са) =абс; 
с (ав бе са-—с (а-ь)) =абс; 
абс = абс. 


Получили верное равенство, следовательно, и равенство (1) 
верно. 

Однако в ряде случаев удобнее применять один из указанных 
способов. 

105: х 
Задача 46. Доказать тождество Сы —=1-- 105.6 при 
а 
х> 0; х=- 1; а>> 0, 6-> 0, а-2 1, а = 1. 

Решение. В этой задаче удобнее преобразовывать левую 
часть заданного равенства, хотя бы потому, что левая часть содер- 
жит переменную х, а правая часть эту переменную не содержит. 

Для преобразования левой части воспользуемся формулой 
перехода к другому основанию логарифмов (формула У1Ш.6). По 
этой формуле заменим логарифм, стоящий в знаменателе дроби, 
логарифмом с основанием а. Получим: 

102.х 


на я 


Следовательно, 


105.х 102.х-105 „аб 


—=105.а6. 


ох 1о2ах 


Сократить дробь на 102„х можно, ибо при указанных в задаче 
ограничениях этот логарифм не равен нулю. 
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ство (1) 
ме 
казанных 


Теперь к полученному выражению п 


рифма произведения (\У11.3), получим: о ВЕ 
На основании определения логарифма ВЕ ме ие 5. 
но, получили: в › следователь- 
102. х 
По я — | Е ЮВо 6, 


что и требовалось доказать. 

Несколько своеобразно решаются задачи на доказательство 
тригонометрических тождеств. Это своеобразие связано главным 
образом с необходимостью использования большего числа различ- 
ных правил и формул тождественных преобразований. Приведем 
пример. 

Задача 47. Доказать тождество 


4 $п3х с0$ 3х 4 с0$3 х чт Зх==3 эп 4х. 


Решение. Характер тождества, которое нам нужно дока- 
зать, показывает, что целесообразно преобразовывать левую 
часть. Так как в этой части имеем функции двух аргумен- 
тов хи Зх, а надо получить функцию аргумента 4х, то, очевидно, 
следует воспользоваться такими формулами, которые увеличива- 
ют аргумент. Для этого представим левую часть [в таком виде: 


Е= (2 чт? х) (2 эп х соз 3х) -| (2 с05?х) (2 с0з х $ 3х) 


и сначала воспользуемся формулами понижения степени: 
[= (1—с0$ 2х) (2 п х соз 3х) -- (1-05 2х) (2 соз х т 3х) = 


=2 (зп х с0$ Зх-Ё с0$ х эм 3х) + 
4-2 соз 2х (с05 х эт 3х — &пх со$ 3х). 


Теперь к выражениям, стоящим в скобках, применим формулы 
синуса суммы и разности двух аргументов: 


[—=9 эт 4х-- 2 с0$ 2х эт 2х. 


Ко второму слагаемому можно применить формулу синуса 
двойного аргумента: 


1—9 чп 4х эт 4х=3 яп 4х, 


что и требовалось доказать. 
Несколько сложнее решаются зад 
называемых условных тождеств. Приведем примеры. 


Задача 48. Доказать, что аз 53+ с*= абс, если а-6-- 
ЕСО: 


ачи на доказательство так 
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Решение. При доказательстве таких тождеств мо 
и при доказательстве обычных тождеств, идти и 
к требованию, или от требования к условиям. 

1-й способ. Будем двигаться от условия к требованию, Нам 
дано, что а-- 6 с =0. В тождество же, которое нужно доказать, 
входят кубы чисел а, 6 и с, поэтому придется применить к условию 

7 возвышение обеих частей его в куб. Но предварительно предста- 
вим это условие в таком виде: 


ЖнНо, как 
ли от Условий 


а = —с. 
Возвысив это равенство в куб, получим: 


(1) 


а3-|- За% -- За? 63— — сз 


, 


аз о? с = —3а6 (ав). 


Заменив в правой части сумму а-НЬ числом (—с) согласно 
условию (1), получим требуемое тождество: а3-- 63+ с3— Забс. 
2-й способ. Будем двигаться от требования к условию. 

Допустим, что равенство а3- 63+ с3— Заре 
и такое равенство: а3-{- 63— Зафс—с3. 

Отсюда (а-5) (а’—а6-ь?) =с (Зав — с). 

Заменим сумму а-Е в согласно условию (1) числом (—с): 


верно. Тогда верно 


—с (а—ав- 6?) =с (3а6—с>). 


Перенесем все члены в одну сторону: 


с (а*—а6-Рь?-- Зав —с?) =0; 


с (а? 2а6-+6?— с?) =0; 


с ((а--6)*—с°) =0; 
с (а-ь-с) (а-+ь—с)=0. 


Так как по условию сомножитель а ь-с=0, то последнее 
равенство есть тождество. А так как все преобразования мы 
производили на основе правил, имеющих характер тождеств, то 
и исходное равенство есть тождество, что и требовалось доказать. 


Задача 49. Доказать, что для углов х, у, 2 треугольника 
справедливо равенство 


. ъ 2 К = 
эт х-Е эт у-Е зш 2=4 со$ > с05 $ 0$ 5: 


Решение. Здесь, пожалуй, удобнее преобразовать какую- 
либо часть условного тождества, имея в виду условие 


ху == л. 


Будем преобразовывать левую часть: 


= (Зи х- $ та=2 зп РИ ЕЕ 1 
Е. эт УЕ 2=2 т и оз 5+ эт 2. 


Из (1) следует, что а=л— (ху), поэтому 
эт 2= зщ (л— (ху) =зт ХУ = 2 эт 2-9 сов И 
о : 


2 
Из (1) следует также, что ии = поэтому 
;  Х-У : л 2 2 
= = = =: 
п т (5 г. 0$. 


Тогда получаем: 


Т=2 с0$ : с03 = -2 соз 5 с05 ки — 


2 


=2 с0$ - (со У | с03 и ь: 


Теперь воспользуемся формулой суммы косинусов, получим: 


2 х у х у 2 
= 5 о: 
Г 2 с03 ---2 с0$ 05 5 4 с0$ >. ©0$ -- с0$ >, 
что и требовалось доказать. 
Задание 37 


Докажите тождества. 

37.1. \/6 (У —5) У = 6 при а>0, 5<0. 
37.2. 1ор. 6 = ова* (6^), где а>0, аэЕ1, 6>0. 

37.3. Если {5 а=2 46 В, то зт («- В) =Ззт (&— В). 


\У1.3. Доказательство неравенств 


При доказательстве неравенств, кроме правил преобразования 
неравенств, указанных в пункте У.1, очень часто используются 
следующие два положения: 

1) если а—6>0, то а>8; если а—6<0, то а< 5; 

2) четная степень, в частности квадрат, любого действительно- 
го числа есть число неотрицательное. 

Покажем на примерах способы доказательства неравенств. 


71 


Задача 50. Доказать, что при любых значениях х спра- 
ведливо неравенство 


ХИ х--1>0. (1) 


Решение. Разобьем область изменения переменной х, мно- 
жество К, на такие промежутки: (— оо; 0], (0; 1), [1; Но) — 
и рассмотрим знак левой части неравенства в каждом из этих 
промежутков. 

1) Если х<0, то все четные степени х неотрицательны, а — х9 
и —х принимают также неотрицательные значения, следователь- 
но, вся левая часть (1) принимает положительные значения, т. е. 
(1) справедливо. 

2) Если 0<х<1, то преобразуем левую часть (1) таким 
образом: 


РТ) | (1—%). 


При указанных значениях х выражения в скобках принимают 
положительные значения и, следовательно, /, положительно. 
3) Наконец, если х>1, то представим левую часть так: 


Вх? (3—1) Ех (х3—1) +1. 


Выражения в скобках принимают неотрицательные значения, 
а поэтому вся левая часть положительна. 

Таким образом, видим, что в каждом из рассмотренных проме- 
жутков неравенство (1) справедливо, значит, оно справедливо 
при всех значениях переменной х. 


Задача 51. Доказать, что если арифметическая прогрессия 
(а) с положительной разностью и геометрическая прогрессия 
(5„) имеют два равных последовательных члена, то все последую- 
щие члены геометрической прогрессии больше соответствующих 
членов арифметической прогрессии. 

Решение. Нам дано, что 


1=6) (1) 
В (2) 
Равенство (2) можно представить в таком виде: 


а--а=аа, (3) 
где 4>0. Отсюда 


9=1+5. (4) 


Следовательно, Я. 
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имают 
10. 
К: 


чения, 
проме- 
рессия 


рессия 
деду" 


Нам нужно доказать, что 


6,>а, при п>29. 


По известным формулам общего члена арифметической и гео- 
метрической прогрессии неравенство (5) представим в таком 


виде: 
—1 
а49"_ >а-На (п-1). 
Подставляя вместо 4 его значение из (3), получим: 


а9" '>а-{ (а4—а) (п-1), или 


ааа ВОВ. 


Так как а>0, то можно разделить обе части на а, а разность 


9" '—1 разложить на множители: 


(4—1) (9 а" ...-а-+ > (9=0 (-1. 


Так как 9 > 1, то д—1>>0, поэтому можно разделить обе части 


на 9—1, получим: 9" 2-9” ЗЕ... а >1—1. 


В левой части неравенства имеем сумму п—1 слагаемых, 
каждое из которых (за исключением последнего) есть степень 
9>1. Поэтому все эти слагаемые больше 1, а поэтому вся сумма 
больше п—1. Значит, действительно 6,>> а» при п>>2, что и тре- 


бовалось доказать. 


Задача 52. Доказать, что среднее арифметическое несколь- 
ких чисел не меньше наименьшего из них и не больше наибольше- 


го из них. 
Решение. Обозначим наименьшее из чисел а, а», 


через пит (а„), а наибольшее из этих чисел через тах (а). Если 
наименьших или наибольших среди данных чисел, равных между 


собой, несколько, то в качестве таковых берем одно из них. 
Тогда нам нужно доказать, что 
а, +ао-+..-а 
а 1792 п 
пи (а,) Е 58 (а„). 
Обозначим 
а -+а›+..-+ ал ея 


п 


Если каждое из слагаемых числителя (1) 
то, очевидно, сумма может уменьшиться и, следовательно, 


пит (а) тт (а) +. т (а,) <А 


п 


заменить шт (а»), 


(5) 


Яап 


(1) 


п-т (а„} Е 
=" пит (а,) <А. (2) 
Если теперь каждое слагаемое числителя (1) заменить 

тах (а„), то вся сумма может лишь увеличиться. 

п-тах (а„) 

—_>А, 
отсюда 

тах (а,) А. (3) 


Сопоставляя (2) и (3), получим пит (а) <А < тах (а), что 
и требовалось доказать. 


Задание 38 


Докажите неравенства. 


38.1. Если 46 х=3 в у, 0<*<5, 0<у<-, то х—у<- 


38.2. в соб < 1: 


38.3. Доказать, что среднее гармоническое двух положительных чисел 
не больше их среднего геометрического. (Средним гармоническим чисел 


аи 6 называется обратная величина среднего арифметического обратных 
2аь 


1 
величин этих чисел, т.е. = о 
ЗЕ @ т 1 а-ь 
2\а 6 


ским — Н=\/а5.) 


\1.4. Метод полной математической индукции 


‚ а средним геометриче- 


Для доказательства многих предложений, справедливых при 
натуральных значениях переменной, используется особый метод, 
называемый методом полной математической индукции. Этот ме- 
тод основан на следующем принципе (аксиоме) полной математи- 
ческой индукции: 

Если некоторое предложение А (п): 

1) справедливо (истинно) при п=1, 

2) из предположения, что это предложение истинно при п= А, 
следует истинность этого предложения и при следующем значении 
п, т.е. при п=Е- 1, 

то предложение А (п) истинно при всех пе М. 

Многих учащихся смущает сложность этой аксиомы, ее недо- 
статочная очевидность. Поэтому покажем, что эту аксиому можно 
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‹им чисел 
рты 


уметриче" 


доказать как теорему, приняв за ак 
очевидное положение, а именно следующую. 
Аксиома наименьшего числа: 8 ЛЮбом множестве на 
чисел всегда имеется наименьшее число. = 
Смысл этой аксиомы состоит в том, 
натуральных чисел ни рассматривать, в 
ся такое число, которое меньше всех ост 
жества. 


Известно, что множество натуральных чисел М имеет наимень- 
шее число — это |. Аксиома наименьшего числа утверждает, что 


таким свойством обладает не только множество М, нои любое его 
подмножество. 


Заметим, что для других видов чисел указанная аксиома 
неверна. Например, если рассматривать множество рациональных 
чисел, то среди этих чисел, больших 2 (х>2), нет наименьшего, 
ибо, какое бы рациональное число, большее 2, мы ни взяли, 
всегда найдется другое рациональное число, тоже большее 2, но 
меньшее первого. Например, число 2,00001 больше 2, но число 
2,000001 тоже больше 2, но меньшее первого числа ит. д. 

На основе указанной аксиомы можно доказать следующую 
теорему: 

Теорема о принципе математической индукции. Если неко- 
торое предложение А (п) верно при п= 1 и из предположения, что 
оно верно при некотором значении п=®, следует, что это предло- 
жение верно и при следующем значении п=&-+ 1, то предложение 
А (п) верно при всех пе М. 

Доказательство. Будем вести доказательство методом 
от противного. Нам нужно доказать, что предложение А (п) верно 
(истинно) при всех пе М. Допустим противное, т. е. допустим, что 
А (п) верно не при всех значениях п. Значит, существует множе- 
ство натуральных чисел, при которых А (п) ложно. В этом множе- 
стве согласно аксиоме наименьшего числа имеется наименьшее, 
пусть это будет т. Так как при п=1 А (п) по условию теоремы 
истинно, то т > 1. Следовательно, существует натуральное число, 
предшествующее числу т, т. е. т— Г есть натуральное нео При 
этом предложение А (п) при п=т— 1 уже должно быть истинно. 
(Вдумайтесь. Ведь по предположению А (п) ложно ы ое 
натуральных чисел, в котором т есть наименьшее УИСлО. — ит, 
вне этого множества, а значит, и при т—1 предложение А (п) 
должно быть истинно. т 

Но по к а предложение А (п) ЕС Ди 
либо натурального числа, то оно истинно и для а а о, 
числа т — | это предложение истинно, следовательно, я 


ложению 
быть истинно и для числа т. В то же время по предполож ь 
1 


А(п) при п=т ложно. Получили, что предложение А ( 
п=т и истинно, и ложно, чего не может быть. 

Полученное противоречие показывает, что наше предположе. 
ние о том, что существуют значения п, при которых А (п) ложно, 
неверно, следовательно, А(п) истинно при всех значениях пе №' 

Покажем теперь, как, пользуясь этой теоремой (принципом) 
полной математической индукции, можно доказывать отдельные 
предложения. 

Задача 53. Доказать справедливость (истинность) ра- 
венства 


п) при 


1 
Е 


1 п 
2-1 2+ (0) 


1 
Е 


Решение. Предложение А (п), истинность которого нам 
нужно доказать, задано равенством (1). Доказательство мето- 
дом полной математической индукции состоит из двух шагов. 

1-й шаг. Проверяем истинность А (1). Но как найти А (1)? 

В левой части (1) п означает число слагаемых суммы, а в пра- 
вой — переменную. Следовательно, чтобы найти А (1), надо в ле- 
вой части взять одно слагаемое, а в правой п положить рав- 
= = Е ‚ или з=-. Значит, А(1) истинно. 

2-й шаг. Допустим, что А (п) при произвольном п= истин- 
но, т. е. допустим, что равенство (1) при п= верно. Это значит, 
что мы предполагаем справедливость следующего равенства: 


ной 1. Получим: 


1 
р: 


1 1 Ё 
а = . 2 
АЕ РЯ 28-1 (2) 


Тогда докажем, что истинно и А (Е- 1), т.е. верно такое 
равенство: 


1 1 1 1 Зет 
ет оби Сео  За+о+г (8) 


Для доказательства преобразуем левую часть (3): 


1 1 1 1 
са Е жа (28) ?—1 + (2 (+1) 1. 


Выражение, стоящее в скобках, согласно предположению мож- 
но заменить его значением из равенства (2): 
Ё 1 Ё 1 = 
те 28-1 + (28-+-2)?—1 2+1 ых (22-1) (28-3) 


Сократив ЭТУ дробь на 2#--1, получим п 
ва (3). Так как заданное пре г 
при п=1 и из допущения, что оно верно при п= 
что оно будет верно и при п= 1 = 
математической индукции заданное 
во (1) — верно при всех пеЕМ. 

В некоторых случаях предложение, которое необходимо дока- 
зать методом полной математической индукции, справедливо не 
для всех пеМ, а лишь для п, начиная с некоторого а. Однако 
характер доказательства при этом не меняется. 

Задача 54. Доказать, что неравенство 


2 (1) 


справедливо при всех натуральных значениях п>5. 

Решение. Проверьте, что неравенство (1) верно при и=1, 
но при п=2, 3, 4 оно неверно, а вот то, что при п>>5 оно верно, 
нам предстоит доказать. 

1-й шаг. Докажем, что (1) верно при.п=5. Действительно, 
25—52, ибо 32>25 есть истинное неравенство. 

2-й шаг. Допустим, что при некотором п=А>> 5 неравенство 
(1) верно, т.е. верно, что 

Рей (2) 


Тогда докажем, что это неравенство верно при следующем 
значении п, т.е. при п=#-- 1. Значит, нужно доказать, что 


281 (ЕЕ) (3) 
Преобразуем левую часть (3): 2#+1—9.2* В силу неравенст- 
ва (2), если 2* заменить #*, то получим: 
ОЕ ОЕ". 
212516, + 
Так как #>5, то #—12>4, значит (# Аа 
116, ге в? > 15-2 >21. Заменим в ны 
(4) второе слагаемое согласно ЛАЯ 25 
неравенство (4) лишь усилится: 2 РЕ 
и требовалось доказать. : 
Следовательно, на основе ее = 
индукции неравенство (1) верно при в - не 
Иногда приходится использовать это 
образной форме. Приведем пример: г 


(4) 


олной математической 


в весьма свое- 


ЗРЕИДЗЬ С 


И 


И оС Ш ды. и. 


Задача 55. Если в последовательности (а„) первые два 


члена равны соответственно 3 и 9, а для любого & —2 имеет место 
следующее равенство: 
а,=4а,_‚—За,_ъ (1) 


то 
а,=3“". (2) 


Решение. |-й шаг. Проверяем справедливость (2) для 
первых двух членов последовательности (а„): а 
условию @=3; а2=3=9 и по условию а —9. 

Значит, для этих членов последовательности формула (2) 
справедлива. 

2-й шаг. Допустим, что формула (2) верна для двух последо- 
вательных членов этой последовательности, например для а» 
иаи. т.е. верны равенства 


1=3!' =3 и по 


пи 3 


атфт==3т+ 


(3) 


Тогда докажем, что формула (2) верна и для следующе о 
значения: п= т--2, т.е. верна такая формула: 


— 9т-+2 
@пу=3" +2. 


> Действительно, согласно условию (1) 
Ч" —=4а„..— За». 


Подставляем вместо Чт-т И ат их значения из формул (3), спра 
ведливость которых нами принята, тогда получим: 

та 43" "4.3" 3+1 (4 — |) =3" 0 
что и требовалось доказать. 
Следовательно, формула (2) справедлива для всех пе М. 


Задание 39 


Докажите методом полной математической индукции. 
53 з_ (п (е-и \? 

39.1. 1°4+2°-... п = (ео. С 

39.2. Число 11"! 122и—1 при всех пеМ делится на 133. 


1 1 1 
—+..Ь— 2 
39.3. Зе и п при п> 


178 


лирована в названии книги: 


чтобы научиться решать задачи. 


. научиться реии 
Давайте в заключение еще ра 


Во-первых, надо научиться анализи 


Полезно придерживаться правила: пока не произведен. пол- 
ный, глубокий анализ задачи, не построена, если нужно, ее схема- 
тическая запись, не приступать к самому решению. 

Поспешность в решении задачи вредна! 

При построении схематической записи задачи надо широко 
использовать математическую символику, чертежи, таблицы 
итд. Приведем пример. 

Задача 56. Множество А состоит из различных натуральных 
чисел. Количество чисел в А не менее восьми. Наименьшее общее 
кратное всех чисел из А равно 330. Никакие два числа из А не 
являются` взаимно простыми. Сумма всех чисел из А равна 755. 
Произведение всех чисел из А не является четвертой степенью 
никакого целого числа. Найти числа, из которых состоит А. 

Чтобы построить схематическую запись такой сложной и: 
чи, надо внимательно читать каждое предложение ее ке 
ровки и устанавливать, какие элементарные условия ной залам 
ложении указаны. Так, первое предложение приведе ных чисел». 
гласит: «Множество А состоит из различных те искомые 
Это предложение указывает два элементарных ре и все эти 
числа множества А являются натуральными чи 


гу: 
. не равные друг дру ь 
искомые числа различные, т е и предложения формули 


Так же проанализируем осталь ..., Хи, МОЖНО 
ровки задачи ОВ искомые числа ани: 
составить следующую схематическую зап (1) 

Дано хь, д», .., ЖЕМ; (2) 

мех, (5-Й, - 
п>8; — 330; ы 
НОК (хи; х», -.. › &} = 99° ( 

НОД (ж, х) =1 (15); 179 


жж... х,=755; (6) 
Х1-2'... 5, где В М. (7) 
РАЙТ В, Яя: 


Конечно, для очень многих задач нет надобности строить 
какие-то схематические записи, ибо сама формулировка этих 
задач является такой записью. Но анализ задачи и в этом случае 
необходим. Вот пример. 


Задача 57. Найти разность `\/ [12/5 —29] —\/12 5-29. 

Конечно, для этой задачи никакой схематической записи де- 
лать не надо, надо лишь ее внимательно изучить, проанализиро- 
вать, задав себе хотя бы такие вопросы: 

1. Почему под знаком первого квадратного корня стоит модуль 
разности? 

2. Нельзя ли избавиться от этого модуля, что для этого надо 
сделать? 

3. Каким числом — положительным или отрицательным — 
является заданная разность? И т. д. 

Во-вторых, надо хорошо понять, что решение любой задачи 
есть последовательное применение каких-то знаний (главным 
образом математических) к условиям данной задачи, получение 
тем самым из этих условий следствий (промежуточных решений) 
до тех пор, пока не получим такие следствия, которые являются 
ответами на требования (вопросы) задачи. 

А для того чтобы получать эти следствия, надо хорошо знать 
и помнить все знания (определения, правила, формулы, теоремы 
и т.д.) из курса математики. Без этих знаний решать задачи 
невозможно. 

В-третьих, надо уметь использовать основные методы решения 
задач. А их всего лишь три: разбиение задачи на подзадачи, 
преобразование (моделирование) задачи и метод вспомогатель- 
ных элементов. 

Получив задачу, проанализировав ее, построив ее схематиче- 
скую запись (если надо), дальше надо действовать, как правило, 
в таком порядке: 

1. Если можно, разбить сложную задачу на более простые 
подзадачи. 

При этом в ряде случаев это разбиение можно производить 
последовательно, вычленяя из данной задачи ее подзадачи одну 
за другой. Приведем пример. 

Задача 58. Средняя линия равнобочной трапеции, равная 
10, делит трапецию на две части, отношение площадей которых 
равно 7:13. Известно, что в трапецию можно вписать окружность. 
Найти высоту трапеции. 


180 


После анализа этой задачи 


легко послед: 
овг 
нее такие подзадачи: ательно выделить из 
1) Длина средней линии равн Я 
) ое равнобочной трапеции равна 10. Ч 
равна сумма оснований трапеции? : ие 


2) Сумма оснований равнобочной трапеции равна 50. И 
но, что в трапецию можно вписать окружность, Чему ов 
вая сторона трапеции? И т. д. равна боко- 

2. Если же разбить сложную задачу 
то надо, если можно, преобразовать е 
знакомый вид. 


на подзадачи не удается, 
е в более простой, более 


Для этого можно использовать различные приемы: тожде- 
ственные преобразования заданных выражений, замену перемен- 
ных (неизвестных), различные замены объектов задачи другими 
более знакомыми или более удобными объектами и т. д. 

Самый простой прием заключается в том, что, сопоставляя 
между собой условия задачи, делают такие выводы, которые 
позволяют преобразовать задачу в более простой вид. 

Например, первую из приведенных выше задач можно пре- 
образовать следующим образом. 

По условию (4) наименьшее общее кратное искомое чисел 
равно 330, но 330 =2.3.5.11. Сопоставляя это условие (4) с ус- 
ловиями (1) и (2), делаем вывод, что х=9°.38.5°-114, где а, 6, 
си равны 0 или 1. 

Учитывая же теперь условие (5), делаем вывод, что если одно 
из искомых чисел равно 2, 3, 5 или 11, то и все остальные искомые 
числа кратны этому числу. А так как сумма всех искомых чисел 
равна 755 =5.151, то очевидно, что ни одно из искомых чисел не 
может быть равно 2, 3 или 11. 

В итоге исходная задача преобразуется в следующую: 

«Из чисел 5, 6, 10, 15, 22, 30, 33, 55, 66, 110, 165 и 330 выбрать 
не менее 8 чисел, никакие два из которых не взаимно просты, 
сумма которых равна 755». 

Ответ: 6, 15, 30, 33, 66, 110, 165, 330. овие (7) 

Заметим, что при этом выясняется, что последнее Уи В 
оказывается излишним (мы привели о Е : 
как она предлагалась на приемных экзаменах ея 

Вторую из приведенных выше задач также 


вать следующим образом. 


Заметив, что |12`5—291 
стую задачу: 


в, что 

«Найти разность \/29 — 12 №\5— у =: ЕЕ 3), 
29—125—20—12/5-+9=(25—3) и 29+ 

получаем еще более простую задачу: = 


—29—12 5, получаем более про- 


«Найти разность \\ (2 \/5—3)°—\/ (25+ 3) %. 

На этом примере мы видим, что последовательное преобразо- 
вание (упрощение) задачи может привести к полному ее решению. 

3. Если же разбить задачу на подзадачи или преобразовать ее 
в более простой вид непосредственно не удается, то надо попы- 
таться ввести какие-либо вспомогательные элементы, с тем чтобы 
получить задачу, которую или можно разбить на подзадачи, или 
же преобразовать в более простой вид. 

Приведем сначала простейший пример. 

Задача 59. Первый рабочий выполнил всю работу за 8 ч, 
а второй такую же работу выполнил за 12 ч. За сколько часов они 
могут выполнить эту работу, работая вместе? 

Сразу разбить эту задачу на подзадачи или преобразовать 
в более простой вид не удается. Если же ввести вспомогательный 
элемент — объем всей работы равен $, то затем легко разбить 
задачу на такие подзадачи: 

1) Первый рабочий выполнил работу объема $ за 8 ч. Какова 
его часовая производительность труда? 

2) Второй рабочий выполнил работу объема $ за 12 ч. Какова 
его часовая производительность труда? И т. д. 

Приведем другой пример. 

Задача 60. Решить уравнение 5 зт х-+ 12 соз х=10. 

Очевидно, что эту задачу нельзя ни разбить на подзадачи, ни 
преобразовать в более простой вид. 

Но, зная, что зп? «--с03? «=1 и что 5?-| 12? = 132, разделив 
все члены уравнения на 13, получим: 


5 12 10 
5 ЯП ЕСТЬ 60$ = 


В 5 2 
Введем теперь вспомогательный элемент: 3 = @&, где 


0<—&=—< 90 °. Тогда 42 —соза. Уравнение принимает такой вид: 


13 
Е з 10 
яп х эш &- с0$ х с0$ @==5ь 


10 
с0$ (х—@) ЕН 
Получили простейшее уравнение. 

Может, конечно, случиться (хотя и редко), что ни один из 
указанных методов не приводит к решению задачи. Что ж, тогда 
надо искать какой-то особый прием. Ведь мы уже говорили, что 
решение задачи подобно изобретению. 
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ 

1.1. Условия: 1) 2" 4 есть нерав 

область изменения переменной х — мн енство с 

ти множество значений 
1.2. Условия: 1) точка’ А имеет 


имеет ко 


(3, 5); 5) вектор АВ име 
А иконец в точке В; 6) вектор СР им 


4) точка р имеет координаты (3, 5) ординаты (1,1); 


ет начало в точке 
т начало в точ 

р. Требование: построить вектор, к а 
и СР. 

1.3. Условия: 1) скорость поезда, 
Ав пункт В, равна 72 км/ч; 2) скорость поезд 
равна 75 Е 3) второй поезд вышел из В че 
первого из А; 4) расстояние м 
к а от В до Е Е: ан 

их поездов. 

1.4. Усл овия: 1) дан куб; 2) сторона куба равна а. Требова- 
ния: 1) найти расстояние между противоположными ребрами куба, 
лежащими в одной грани; 2) найти расстояние между параллельными 
ребрами куба, лежащими в противоположных гранях; 3) найти расстоя- 
ние между скрещивающимися ребрами куба. 

2.1. Условия: 1) открытый бак имеет форму прямоугольного 
параллелепипеда; 2) основание этого параллелепипеда есть квадрат; 3) 
сторона квадрата равна х (переменная); 4) высота параллелепипеда 
есть у (переменная), 5) объем параллелепипеда равен У (параметр); 
6) $ (х, у) есть сумма боковой поверхности параллелепипеда и площади 
его нижнего основания Требование: найти такие значе- 
ния хи у, как функции У, при которых $ (х,у) принимает наименьшее 
значение. . 

2.2. Условия: 1) АВС и А1В! С: — треугольники; > еж: 
3) АБиА,О, — биссектрисы углов Аи А; 4) АБ=Анр; 5) ея 


= В, С1. 
Требование: доказать, что ЛАЗС я а 2) длина 


равный сумме векторов АВ 


вышедшего из пункта 
а, вышедшего из В в А, 
рез 45 мин после выхода 


2.3. Условия: 1) две точки движутс авномерно; 4) они движут- 
окружности равна 60 м; 3) точки Пе ь точка делает полный 0б0- 


ся в одном и том же направлении; 5) пер дин 


рот на 5 с скорее другой; 6) первая точк 
оборот больше второй. 
Требования: 1) найти скорос 


второй точки. 
ты условий 
Плановое время 


Поезд должен был 
пройти путь АВ за 4 ч 
С этой скоростью по- 
езд прошел 150 км до 
пункта С 


а проходит за 1 мин на о 


й ‹орость 
ть первой точки; 2) найти скорос 


Характеристики 


Путь АС 
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№ задачи 


Условие 


После этого поезд по- 
высил скорость на 
15 км/ч 

Время движения по- 
езда на пути СВ мень- 
ше планового на 20 мин 


Объекты условий 


Плановая и по- Первая больше 
вышенная скорость | второи на 15 КМ 


Время движения Первое на 20 мин 
на пути СВ с повы- | меньше второго 
шенной и плановой 
скоростью 


Два многоугольника 
подобны 

Меньшая сторона 
первого многоугольника 
равна 35 см 

Меньшая сторона 
второго многоугольника 
равна 21 см 

Разность периметров 
многоугольников равна 
40 см 


Три числа составля- 
ют арифметическую про- 
грессию 

Их сумма равна 30 

Из первого числа вы- 
читают 2 

Измененное первое 
число и остальные два 
образуют  геометричес- 
кую прогрессию 


Два  многоуголь- Они подобны 
ника 

Сторона много- 35 см 
угольника 


Сторона много- 21 см 
угольника 


Периметры много- Их разность 40 см 
угольников 


Три числа Они образуют 
арифметическую про- 
грессию 

Три числа Их сумма 30 

Первое число и Измененное число 

измененное число на 2 меньше 

Три числа Они образуют гео- 
метрическую про- 
грессию 


4.1. а — плановое количество дней работы. 


Мастерская 


4.2. 


1-я х 
2-я х-+5 


(Рис. 41) 


Фактическая выработка| Количество дней Общее число изго- 
деталей в 1 день работы товленных деталей 


нь. 
4.3. Дано: 


Найти: @1; а2; 

5.1. ММ есть средняя линия т 
рапеции. 

АМ=МО, ММ\АВ. Возможны и другие о Запись этого условия: 

5.2. Точка К есть точка каса иси. : 


й ния окружн 
спрямой СО. Другая запись этого словня може вписанной в ДАРрС 
ы 


5.3. АВСР — равнобедренная трапеция ть такой: О.К Ср, 
5.4. Отношение величины двуг : 
ранного уг. 
стями МАВ и АВСР, к величине Угла, образованного Ск 


двугранного гл 
ь а 
костями МСО и АВСЬ, равно отношению ея | образованного плос- 


2); а? 2 2 5 
Раза? 5 (3) 


.3 Е 
| — 
з А ГВ) В Рис. 42 Рис. 43 
й 6.1. (Рис. 42). 6.2. (Рис. 43). 
|] Дано: 1) АС-+ВС=14 см; Дано: 1) О.К=02К=15 см; 
2) /АСР=/.ВСБ; 2) АКА ВК. 
| 3) АБ=3З см; Найти: АВ. 
4) ВР=4 см. . 
Найти: АС; ВС; АВ. 
0, С 


в 
1 


Е 

| Рис. 45 
| А В Рис 44 ис. 

6.3. (Рис. 44) 6.4. ри та д Е 

Дано: т) АВСРА! В: СВ: — ее: ние шара, ОА= К; 

правильная - усечен- 2) дАСВи Е 
| ная пирамида, сечения конусов, ва 
| 2) ВБ, =18 см; саиных — ; 
| 3) АВ=!4 см; я =120°; 
| ) АВ: =10 см 3) (0; ОК) н 9 
| 4) А!В: к : М) — сечевия ша 
в: г вписанных в К° — 
й нусы. 
Найти: 010>_ 
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74. На стороне АС, равной 8 см, треугольника АВС взята точка Е на 
расстоянии 2 см от вершины А и через нее проведен отрезок ЕН (Н на 
стороне ВС) так, что углы СЕН и АВС равны. Найти отрезки ЕН и НВ, 
если сторона АВ равна 12 см, а сторона ВС равна 10 см. 

7.2. Три отряда собрали вместе 85,5 кг семян лекарственных трав. 
Сколько семян собрал каждый отряд, если первый собрал 75 %, а третий 
110 % от количества семян, собранных вторым отрядом? 

7.3. В правильной треугольной пирамиде боковое ребро наклонено 
К плоскости основания под углом 60°. Под каким углом наклонена 
к плоскости основания боковая грань пирамиды? 

7.4. Поезд должен пройти перегон между станциями А и В. Если он 
будет двигаться со скоростью 50 км/ч, то придет в В с опозданием в | ч; 
если же поезд будет двигаться со скоростью 70 км/ч, то придет в В на 


1 ч раньше, чем предусмотрено по расписанию. Найти расстояние между 
станциями А и В. 


Общие положения 
математики 


Условия задачи или их 
следствия 


Результат 


Тождество 


эп?х -- 
Е соз?х=1 


Данное уравнение | (1 —11?х) —25т х= 


1 
ны) 
Формула корней Уравнение (1) эт х=0,5 
квадратного уравнения эт х= — 2,5 
Формула корней | зт х=0,5 х=(— + лЁ 
уравнения $т х=а т х= — 2,5 6 


Нет решений 


Общие положения 
математики 


Условия задачи или их 
следствия 


Результат 


Теорема: каждая сто- 
рона треугольника мень- 
ше суммы двух других 

Теорема о средней 
линии треугольника 


6, с — стороны 


гот а<ь-с (1) 


@ — периметр тре- 
угольника, вершинами 
которого служат сере- 
дины сторон ДАВС 

Неравенство (1) 


9=>@+5+9 ® 


Свойства неравенств 2а< (+ с)-+а 


а<--а+ь+9 (3) | 
а<9 


Свойство транзитив- 
ности равенства 


Равенство (2) и нера- 
венство (3) 


9.1. Стандартная. Построение графика ф 

5 8 ИР : Ункциь 
‘фик функции у=Ах есть прямая л ы о И 
граф “ ЛИНИЯ, прохо’ Равило: 
координат. - АоДяЩЯ 
9.2, 9.4, 9.5. Нестандартная. 


р г 
9.3. Стандартная. Разложение на множите 


о : ли Е 
во: а 63= (а 5) (а’—а6-ьз) Суммы кубов Тождест. 
9.6. Стандартная Нахождение суммы ч. 


ленов гео 
сии Формула 


метрической прогрес 


| 10.1. 1) Установить, что сомножители 
с одним и тем же основанием. 
| 2) Найти сумму показателей всех сомножителей. 

3) Написать степень с основанием, общим для всех сомножителей 
и показателем, равным сумме, найденной на 9-м шагу, : 

10.2, 1) Установить, сумму скольких ч 
т, е, найти значение пл. - 

2) Определить первый член а: и разность 4 

3) Подставить значения а1, 4 ил в указанную формулу и произвести 
вычисление 

10.3. 1) Найти значение радиуса шара К. 

2) Установить, с какой точностью необходимо вычислить У, и в зави- 
симости от этого найти приближенное значение л=3,1415.. 

3) Произвести вычисление У„ по указанной формуле при данных 
значениях А ил. 

10.4. 1) Решить уравнение у=| (х) относительно х, получим х= 
=Ф (4). 

2) В формуле х=ф (/) поменять обозначения У на хих на у, полу- 
чим у=ф (х) 

} 11.1. Приведение многочлена к стандартному виду. 

1) Привести каждый член многочлена к стандартному внлу ЕЕ 

2) Найти члены многочлена, подобные первому члену, выто 
приведение их к одному члену. 

3) Установить, имеются ли в мног! 
первому члену Если нет, то преобразование за Я 
менить 2-й шаг к этим членам. После этого снова то > неподобными, 
до тех пор, пока все члены многочлена не окажутся 


ой данной Е 

11.2. Нахождение площади фигуры, ее фигуры данной. 

1) Определить коэффициент подобия иском 

2) Установить площадь данной фигуры. адрат коэффициента 

3) Умножив площадь данной фур 
"олобия, получим площадь искомое И приближения. 

11.3. Нахождение верных цифр т по о приближения. 

1) Найти модуль погрешности # данног 


я цифра @- 
еделяема , 
2) Установить, в каком разряде записана опр во 2-м шате Если 
3) Сравнить А с единицей найл: 


представляют собой степени 


ленов прогрессии надо найти, 


очлене другие члены, не подобные 
кончено, если да, то при- 
ое проделать 


на. кв 


а 
енного разряд! 87 


# меньше или равен этой единице, то © — верная цифра, если й больще 
этой единицы, то © — не верная цифра. 

11.4. Нахождение логарифма числа, если известен логарифм другого 
числа, отличающегося от данного лишь порядком. 

1) Найти характеристику и мантиссу известного логарифма числа. 

2) Найти порядок данного числа. Это будет характеристика его 
логарифма. 

3) В качестве мантиссы взять мантиссу, найденную в 1-м шаге, 

12.1. Задача разбивается на следующие стандартные подзадачи: 

1) Разложить на множители сумму кубов двух выражений. 

2) Вынести за скобки общий множитель. 

3) Привести подобные члены многочлена. 

12.2. Задача сводится к решению системы уравнений: 


ху? = 169, 
(х--3) 2+ (и 3)?=289. 


12:3. Задача сводится к решению следующих стандартных задач на 
построение: 

1) Провести прямую, параллельную данной, на данном расстоянии. 

2) Из данной точки провести данным радиусом окружность. 

3) Найти точки пересечения данной прямой с данной окружностью. 

4) Построить треугольник по основанию, заданному по величине 
и положению на плоскости, и по заданной противоположной вершине. 

13.1. Геометрическая задача на доказательство. 

13.2. Задача на нахождение членов геометрической прогрессии по их 
сумме и знаменателю. 

13.3. Тригонометрическое уравнение. 


14.1. Указание. Обозначить 2 = и, =. Ответ: (3; 2), (2; 3) 

14.2. Указание. Задача сводится к решению неравенства а?-| 4а— 
—12< 0. Ответ: (—6; 2). 

14.3. Указание. Задача сводится к построению точек пересечения 
С 


окружности раднуса -._ с двумя прямыми, параллельными диаметру этой 


окружности и отстоящими от него на расстоянии #. 

14.4. Задача сводится к доказательству неравенства + а—2 \/а# > 0. 

15.1. Принять объем работы за | Ответ: 14 дн. 

15.2. Решения нет. Указание. Убедиться в этом можно следую- 
щим образом: оценим данное уравнение при а) х—< 1, був 
а) Преобразуем уравнение следующим образом: Арх 
= 0, хх“ (1—9 +1-—х=0. Тогда при х< 1 левая часть положитель- 
на и не равна правой. 6) При х= | левая часть равна 1. в) Преобразуем 
уравнение следующим образом: х' (х°— П-х (*3—1) +1=0. Тогда при 
х>1 левая часть положительна. 


15.3. Использовать неравенство +>2 а. 


Ответ: {(1, 2, 3), (1,2, —3), (1, —2, 3), (—1, 2, 3), (1, —2, —3), 
(—1, 2, —3), (-№ —23), (№. -—2, —3)}} 
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15.4. Преобразовать уравнение к виду: 

(х—и)*- (х—2)`=0. Ответ: х=2: т 

16.1. — 083 -- 125ху* — 12593. : 
#— и. 

16.2. о 

‘16.3. Правила 1\.2 и 1.4 (умножение Е 


1741. членов дроби на —1). 


На осно- 

Название вании ка-| К какому выражению 

операции кого пра- применяется Результат 
вила 


Разложение . а? + 2а 
на множители .{ а*—2а ай 
знаменателей Б-УЕ а‘—4а а(а—2) (а 2) 
дробей 

Вычитание === ча?) —@ +4) —@—2) 
дробей Е аа—2) (а+2) 
а(а—2) (а-- 2) 

1 


а(а-- 2) 
Приведение а(а-+ 2) —(а-+4)— 
числителя по- —(@а—2) 
лученной дроби 
к стандартному 
виду а—2. а—2 (а—2)а(а—2)(а-2) 


Разложение и аа аа?) а(а-+2)(а—2) 


на множители 
знаменателя 
первой дроби и 
деление дробей 
Сокращение я Результат предыду- 
дробей щей операции 


17.2. а-20, аз +2. 17.3. —4. 11.4. При > —4 и #20. 


181. У СНУ *. 182. УХО +3). 


Зх?Ьх 0. 
ЕЕ 
(х3--2 Ух 5) т2 
19.2. зп х-| (х-+ 1) с0$ х— 03? х--х 1 2%. 
21.1. Потому, что проверка решения неравенст ры 
решений не менее сложны, чем их решение лишь на поня 
ности. 
й ти в другую 
21.2. Члены уравнения можно переносить из одной час 2 
с противоположным знаком 5 
\ . =. азывается не 
21.3 и 21.4. Совокупностью уравнений ранено а объедине- 
сколько уравнений (неравенств), решен ) этой совокупности. 
ние всех решений каждого из уравнений иво 
21.5. Знаки всех членов уравнения 
ложные. 
21.6. При условии { (х) >0 иф (х) >0: 


18.3. соз 2х.соз 2. 19.1. 


ва и отбор посторонних 
равносиль- 


ием которых 
(неравенств 
можно изменить на про 


21.7. Члены неравенства можно переносить из одной части В другую 
с противоположным знаком, 

21.8. Знаки всех членов неравенств можно изменить на противопо- 
ложные, изменив при этом знак неравенства на знак противоположного 
смысла. 

23.1. (х--2) (х—3) (х—4) =0. 

23.2. —2<х< 3. 

23.3. х< 3. 

23.4. Нельзя. 

23.5. 1е (3х-+2) < (х?—2). 

24.1. 1) Ввести новое переменное у= (х—2)3. 2) Решить квадратное 
уравнение у?— 19, —216=0. 3) Решить уравнение (х—2)3=27. 4) ре. 
шить уравнение (х—2)3= —8. Ответ: 5; 0. 

24.2. |) Произвести указанные действия в правой части уравнения. 
2) Умножить обе части уравнения на общий знаменатель дробей. 3) При- 
вести обе части уравнения к стандартному виду многочлена. 4} Перевести 
все члены в левую часть уравнения и произвести приведение подобных 
членов. 5) Решить уравнение 10% 5=0. 6) Проверить, входит ли най- 
денное значение переменной в область определения уравнения. 

Ответ: х= — 0,5. 

25.1. Указание. Если левая часть неравенства есть произведение, 
а правая — нуль и одним из множителей левой части является нечетная 
степень двучлена (х—а), то этот множитель можно заменить множите- 
лем (х—а) в первой степени. Ответ: хЕ(— оо; 1) |) (2; 3) 

25.2. хе (— оо; 0,5) |] (1, Но). 

26.1. Входящие в левую часть уравнения корни не могут быть равны 
нулю одновременно, и поэтому левая часть всегда положительна и не 
может быть равна нулю. 

26.2. Левая часть всегда неотрицательна и не может быть равна 
отрицательному числу. 

26.3. Область определения уравнения пустая, ибо неравенство 4 — 
—х->0 противоречит неравенству х—6> 0. 

26.4. При любом х>0\х-9>3. Это значит, что правая часть урав- 
нения всегда больше левой. 


26.5. Так как в уравнение входит Хх, то х>0, но тогда 18-+2х> 


> 0. Поэтому \х--/18-2х> х, а это значит, что левая часть уравне- 


ния в области определения всегда отрицательна и не может быть равна | 

27.1. х=9. 

27.2. {16, 81}. 

27.3. [0,5; 6). 

2681-х =1,5. 

28.2. х>2. 

29.1. х= — 45° + 90°и (...—45°, 45°, 135°, 225°, ...). 

29.2. Указание. Убедитесь, что все полученные формулы решений 
основных уравнений, на которые расчленяется заданное уравнение, мож- 
но объединить в одну формулу. Для этого установите, что начальные 
члены всех этих формул образуют арифметическую прогрессию с началь- 
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л 
ным членом 0 и разностью 6’ а периоды (Разности) 


ВО всех этих форму- 
с - л 
лах одинаковые (2л). Ответ: Же вЕ2. 


л С 3 Е л 
29.3. 41 ре аи; — | 2ил << 2ли; 


пт хата, 


30.1. (4; 5), (—4; —5), (353; 3), (—3-/3; —\3). 
онечное множество решений 
х=у.2) Если а520, то = =0; Х2=2а, у›=4а; даа, уз= — а. 


2 
М у аа Е а 


у 


Рис. 46 


31.1. (Рис. 46). 

31.2. (Рис. 47). 

32.1. у-х> 0, у_х<2, у-2< 0, х+2> 0. 
32.2. 2-4, ху, ху. 


Г) 
1 

1 : ` при х= \ /—. 
38.1.5. 382. Тит 383. Би —5. 334 = т 


л 


ЕО 
33.5. 60 км/ч. 34.1. 1 34-2. бло. 34.3. 4т. 


Е При условии, что т>л и т—п-р- 


34.4. @ = агссо$ 


34.5. В отношении 3:5 2 синуса двойного угла 

35.1. Указание Используйте формулу тверждение: из трех 

35.2. Указание. Можно опираться на Вы четно ‘и одно 
последовательных натуральных чисел одно обя 


Кратно 3. остоит в том, что 1 не может де- 
36.2. Указание Противоречие с 
Литься на |5. ометриче- 


средним ге 
38.3. Указание Рассмотрите разность между р 
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